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V delu predstavite dokaz Greenovega izreka, ki predstavlja projektivno posplo²itev
Picardovih izrekov in je najenostavnej²i pozitivni primer Kobayashijeve domneve o
hiperboli£nosti komplementa generi£ne projektivne hiperploskve:
komplement unije 2n + 1 hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPn je Kobayashijevo
hiperboli£en in hiperboli£no vloºen v CPn.
Za uvod v teorijo hiperboli£nih kompleksnih mnogoterosti glejte knjigo [15]. Gre-
enov izrek je bil z uporabo Borelove posplo²itve malega Picardovega izreka dokazan
v [9]. Preostali del dokaza sloni na Greenovi posplo²itvi Brodyjeve leme na komple-
ment hiperploskve v kompaktni kompleksni mnogoterosti, prvotno dokazan v [8].
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c Publishing, Singapore, 2. izd., 2005
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(1977) 109113
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Greenov izrek o hiperravninah v kompleksnem projektivnem prostoru
Povzetek
Podlaga za vpeljavo Kobayashijeve hiperboli£nosti za kompleksne mnogoterosti sta
klasi£na izreka iz analize ene kompleksne spremenljivke: Schwarz-Pickova lema in
mali Picardov izrek. V magistrskem delu dokaºemo Greenovo projektivno posplo²i-
tev Picardovih izrekov: komplement unije 2n+ 1 hiperravnin v splo²nem poloºaju v
CPn je poln hiperboli£en in hiperboli£no vloºen v CPn. To storimo z uporabo raz-
²irjenega Brodyjevega izreka za komplement hiperploskve v kompaktni kompleksni
mnogoterosti in Borelove posplo²itve malega Picardovega izreka, ki ga dokaºemo s
pomo£jo prvega glavnega izreka in leme o odvodu logaritma teorije Nevanlinne za
meromorfne funkcije.
Green's theorem on hyperplanes in complex projective space
Abstract
The rationale behind introduction of the Kobayashi hyperbolicity for complex ma-
nifolds are two classical theorems of complex analysis in one variable, namely, the
Schwarz-Pick lemma and the little Picard theorem. In the present master thesis
Green's projective generalisation of Picard's theorems is proved: The complement
of 2n+1 hyperplanes in general position in CPn is complete hyperbolic and hyperbo-
lically imbedded in CPn. This is achieved by using the extended Brody theorem for
complement of a hypersurface in a compact complex manifold and Borel's generali-
sation of the little Picard theorem, which proof uses the rst main theorem and the
logarithmic derivative lemma from Nevanlinna's theory of meromorphic functions.
Math. Subj. Class. (2010): 32Q45, 32H02, 32H25, 32A22
Klju£ne besede: kompleksne mnogoterosti, Kobayashijeva hiperboli£nost, hiper-
boli£ne vloºitve, hiperravnine





Dva izmed skupine kronskih rezultatov kompleksne analize ene spremenljivke sta
zagotovo tudi mali in veliki Picardov izrek, prvotno dokazana z uporabo modularnih
funkcij na zgornji polravnini.
Charles É. Picard, 1879:
Cela funkcija, ki ne zavzame vsaj dveh razli£nih vrednosti, je lahko le konstan-
tna. e ima holomorfna funkcija v neki to£ki izolirano singularnost in v neki
okolici te to£ke ne zavzame vsaj dveh razli£nih vrednosti, je ta singularnost
bodisi odpravljiva bodisi je pol.
Izreka sta pomembno vplivala na razvoj geometrijske funkcijske teorije ene in
ve£ kompleksnih spremenljivk. Japonski matematik Shoshichi Kobayashi (1932
2012) je leta 1967 v £lanku [14] pokazal, da lahko Poincaréjeva geometrija na disku
vpliva na geometrijo cele mnogoterosti do te mere, da mnogoterost postane rigi-
dna v smislu, da ne dopu²£a netrivialnih kompleksnih premic, tj. holomorfnih slik
kompleksne ravnine. V kategoriji kompleksnih mnogoterosti je konstruiral posebno
psevdorazdaljo dK(·), za katero velja
dKN (f(x), f(y)) ≤ dKM (x, y) ,
dKD (p, q) = ρ(p, q)
za vse holomorfne preslikave f : M → N med kompleksnima mnogoterostma M in
N , vse x, y ∈ M in vse p, q ∈ D, pri £emer je ρ Poincaréjeva razdalja na disku
D. Takim psevdorazdaljam pravimo skr£ljive in posnemajo bistvo Schwarz-Pickove
leme. e je dKM (x, y) > 0 za x 6= y, je M hiperboli£na. Ker je dKC ≡ 0, sledi,
da hiperboli£na mnogoterost ne vsebuje netrivialnih kompleksnih premic. S tem
Kobayashijeva konstrukcija posplo²uje idejo malega Picardovega izreka. e je M
kompaktna, iz neobstoja netrivialnih kompleksnih premic sledi hiperboli£nost, kar
je prvi dokazal Robert Brody v vplivnem £lanku [3]. Ker se hiperboli£nost ohranja
pri krovnih preslikavah, je Kobayashijeva hiperboli£nost za Riemannove ploskve v
sozvo£ju s tradicionalnim poimenovanjem, ki izhaja iz Poincaré-Koebejevega unifor-
mizacijskega izreka. e zahtevamo ²e pozitivnost psevdorazdalje dKX za robne to£ke
relativno kompaktne domeneX vM , se vsako holomorfno preslikavo f : D\{0} → X
da raz²iriti na holomorfno preslikavo f̃ : D→M . Taki domeni pravimo hiperboli£no
vloºena in predstavlja posplo²itev ideje velikega Picardovega izreka na mnogoterosti.
Najpomembnej²a dejanska posplo²itev Picardovih izrekov pa je zajeta v nasle-
dnjem izreku.
Mark L. Green, 1977:
Komplement unije 2n + 1 hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPn je poln hi-
perboli£en in hiperboli£no vloºen v CPn.
Izrek tudi v posebnem potrjuje znamenito Kobayashijevo domnevo, da je za ge-
neri£no hiperploskvijo A v CPn stopnje d ≥ 2n+1 komplement CPn\A hiperboli£en.
Domneva je bila za dovolj velike d dokazana ²ele pred kratkim.
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Na kratko preglejmo vsebino dela. V prvem poglavju deniramo Kobayashi-
jevo psevdorazdaljo in dokaºemo njene najpomembnej²e lastnosti. Ve£ pozornosti
je namenjene pojmom kot so usklajenost holomorfnih preslikav, tesnost in napetost
kompleksnih mnogoterosti, ter seveda povezave le-teh s hiperboli£nostjo. Osnovna
karakterizacija hiperboli£nih vloºitev (izrek 3.21) je dokazana v 3. poglavju, kjer
deniramo ²e diferencialno obliko Kobayashijeve psevdorazdalje in na²tejemo neka-
tere zna£ilnosti analiti£nih mnoºic. Posplo²itev Brodyjevega izreka na komplemente
hiperploskev (izrek 4.11) je speljana preko teorije stabilnosti hiperboli£nih vloºitev v
4. poglavju. Greenov izrek dokaºemo v 3. podpoglavju 5. poglavja (posledica 5.14),
v katerem pred tem dokaºemo ²e Borelovo razli£ico malega Picardovega izreka (iz-
rek 5.4), glavno analiti£no orodje pri ²tudiranju velikosti kompleksnih premic (izrek
5.10).
e nekaj besed o literaturi. Ker je to magistrsko delo nadaljevanje avtorjevega
dela diplomskega seminarja [26], prihaja na nekaterih mestih naravno do prekri-
vanja. Prav tako je tematika v ²ir²em (in na nekaterih mestih bolj poglobljenem)
pogledu, ter s povezavo na podoben problem za Oka mnogoterosti, obdelana v av-
torjevem raziskovalnem delu [25]. Na nekatere pojme in trditve iz teorije ene in
ve£ kompleksnih spremenljivk se ne sklicujemo neposredno. Osnovna literatura za
kompleksno analizo ene spremenljivke je [1, 24], za ve£ kompleksnih spremenljivk in
mnogoterosti pa [6, 17].
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2 Kobayashijeva hiperboli£nost
V tem poglavju spoznamo nekatere temeljne zna£ilnosti Kobayashijeve psevdoraz-
dalje in hiperboli£nosti. Ker pojem temelji na poznavanju metri£nih prostorov in
Poincaréjeve metrike na disku, v naslednjih dveh razdelkih navedemo tiste lastnosti,
ki jih kasneje potrebujemo.
2.1 Metri£ni prostori in druºine zveznih preslikav
Naj bo X neprazna mnoºica, R+ := {x ∈ R : x > 0} in R+0 := R+ ∪ {0}. Imejmo
funkcijo dX : X ×X → R+0 , ki za vse x, y, z ∈ X zado²£a naslednjim zahtevam:
(a) £e je x 6= y, potem je dX(x, y) > 0 in dX(x, x) = 0;
(b) dX(x, y) = dX(y, x);
(c) dX(x, z) ≤ dX(x, y) + dX(y, z).
Funkciji dX pravimo razdalja, mnoºici X, opremljeni z dX , pa metri£ni prostor,
kar ozna£ujemo z (X, dX). Velikokrat je potrebno omiliti zahtevo (a) v smislu, da
dopu²£amo moºnost dX(x, y) = 0, tudi £e je x 6= y. Tedaj pravimo prostoru X
psevdometri£ni prostor, funkciji dX pa psevdorazdalja.
Prostor (X, dX) je topolo²ki prostor, ki je Hausdorov natanko tedaj, ko je dX
razdalja. Lahko pa je X topolo²ki prostor, kjer topologija ni inducirana s psevdo-
metriko dX . V tem primeru zahtevamo poleg pogojev (a), (b) in (c) ²e:
(d) £e je X topolo²ki prostor, potem je dX zvezna funkcija.
Zahteva po zveznosti funkcije dX je dobrodo²la, saj je tedaj vsaka dX-krogla
odprta v prvotni topologiji prostora X. To je razvidno iz dejstva, da je BdX (x, r) =(
pr2 ◦d−1X
)
([0, r)) pri ksnem x ∈ X, mnoºica [0, r) ⊂ [0,∞) pa je odprta.
Naj bo X realna mnogoterost dimenzije n in razreda Cm, ter x, y ∈ X poljubni
to£ki. Preslikava γ : [0, 1]→ X je Cn-pot od x do y, £e je γ(t) n-krat diferenciabilna
preslikava na [0, 1] in velja γ(0) = x, γ(1) = y. To pomeni, da obstaja desni odvod
v 0 in levi odvod v 1. Pri tem je 0 ≤ n ≤ m. V primeru n = 0 govorimo o C-poti.
Sklop Cn-poti γ1 od x do y in γ2 od y do z je C-pot
(γ1 ∗ γ2)(t) :=
{
γ1(2t), t ∈ [0, 1/2]
γ2(2t− 1), t ∈ [1/2, 1]
od x do z. Odsekoma Cn-pot γ od x do y je C-pot od x do y, pri £emer obstaja
delitev intervala [0, 1] na k delov {0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1}, da je γ na vsakem
podintervalu [ti, ti+1] n-krat diferenciabilna preslikava.
Naj bo (X, dX) realna mnogoterost razreda Cm, γ : [0, 1]→ X odsekoma Cn-pot
od x do y in δ := {0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1} delitev intervala [0, 1] na k delov.
Dolºina poti γ je denirana kot






Psevdorazdalji d iX(x, y) := inf LdX (γ), kjer gre inmum po vseh odsekoma Cn-poteh
γ od x do y, pravimo notranja psevdorazdalja . Po deniciji dolºine poti imamo
pri k = 1 neenakost dX(x, y) ≤ LdX (γ). Od tod sledi dX(x, y) ≤ d iX(x, y). e velja
tudi obratna neenakost (tedaj velja dX = d iX), potem pravimo psevdorazdalji dX
notranja .
Trditev 2.1 ([16, trditev 1.1.8 (3)]). Naj bo (X, dX) realna mnogoterost razreda Cm
z notranjo razdaljo dX . Potem dX inducira standardno topologijo prostora X.
Spomnimo, da je metri£ni prostor (X, dX) po deniciji poln, £e v njem vsako
Cauchyjevo zaporedje konvergira. V primeru notranjih razdalj kompaktnost zaprtih
krogel karakterizira polnost prostora.
Izrek 2.2 (Hopf-Rinow, [16, trditev 1.1.9]). Naj bo (X, dX) realna mnogoterost
razreda Cm z notranjo razdaljo dX . Potem je X poln metri£ni prostor natanko tedaj,
ko je vsaka zaprta krogla BdX (x, r) kompaktna.
Naj bosta X in Y topolo²ka prostora in C(X, Y ) prostor zveznih preslikav iz
X v Y . Prostor je opremljen s kompaktno-odprto topologijo. e je Y metri£ni
prostor, se kompaktno-odprta topologija ujema s topologijo enakomerne konvergence
na kompaktih.
Spomnimo se, da je topolo²ki podprostor X ⊂ Y v topolo²kem prostoru Y
po deniciji relativno kompakten v Y , £e je X kompakten v Y . Oznaka je X b
Y . Druºina F ⊂ C(X, Y ) je relativno kompaktna v C(X, Y ), £e vsako zaporedje
{fn}∞n=1 ⊂ F vsebuje podzaporedje, ki konvergira enakomerno na kompaktih k neki
preslikavi f ∈ C(X, Y ).
Naj bo (Y, dY ) metri£ni prostor s funkcijo razdalje dY . Druºina F ⊂ C(X, Y ) je
enakozvezna , £e za vsak x ∈ X in vsak ε > 0 obstaja okolica U 3 x na X, da je
dY (f(x), f(x
′)) < ε za vsak x′ ∈ U in vsak f ∈ F .
Povezavo med relativno kompaktnostjo in enakozveznostjo nam podaja naslednji
znameniti izrek.
Izrek 2.3 (Arzelà-Ascoli, [16, izrek 1.3.1]). Naj bo X lokalno kompakten, separabilen
topolo²ki prostor in Y lokalno kompakten metri£ni prostor. Tedaj je druºina F ⊂
C(X, Y ) relativno kompaktna natanko tedaj, ko velja:
(a) F je enakozvezna v vsaki to£ki x ∈ X;
(b) za vsak x ∈ X imamo {f(x) : f ∈ F} b Y .
Naj bo X psevdometri£ni prostor in Y metri£ni prostor. Naj bo D(X, Y ) ⊆
C(X, Y ) druºina preslikav, za katero velja dY (f(x1), f(x2)) ≤ dX(x1, x2) za vsak
f ∈ D(X, Y ) in vsaka x1, x2 ∈ X. Druºina D(X, Y ) je enakozvezna. Naslednje
trditve neposredno sledijo iz Arzelà-Ascolijevega izreka.
Posledica 2.4. Naj bo X lokalno kompakten psevdometri£ni prostor in Y lokalno
kompakten metri£ni prostor. Tedaj veljajo naslednje trditve:
(a) druºina F ⊆ D(X, Y ) je relativno kompaktna v C(X, Y ) natanko tedaj, ko za
vsak x ∈ X velja {f(x) : f ∈ F} b Y ;
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(b) £e je vsaka zaprta krogla BdY kompaktna, potem je F ⊆ D(X, Y ) relativno
kompaktna v C(X, Y ) natanko tedaj, ko obstaja tak x0 ∈ X, da je {f(x0) : f ∈
F} b Y ;
(c) £e je Z lokalno kompakten metri£ni prostor, Y ⊂ Z, da je dZ |Y ≤ dY , potem
je D(X, Y ) b C(X,Z) natanko tedaj, ko za vsak x ∈ X velja {f(x) : f ∈
D(X, Y )} b Z;
(d) £e je Z lokalno kompakten metri£ni prostor, Y b Z, da je dZ |Y ≤ dY , potem
je D(X, Y ) b C(X,Z).
Naj bostaM in N kompleksni mnogoterosti. Druºino holomorfnih preslikav izM
v N bomo ozna£evali z O (M,N). Oznaka O (M) bo pomenila druºino holomorfnih
funkcij iz M v C.
2.2 Poincaréjeva metrika
Imejmo hermitsko matrikoH := [gij(z)]n×n gladkih funkcij. Denirajmo hermitsko





Na tangentnih vektorjih v1, v2 ∈ TxM metrika deluje ds2M(v1, v2) = vT1 Hv̄2. Norma
vektorja v ∈ TxM je ‖v‖H =
√
vTHv̄. Raz£lenitev enote nam omogo£a obstoj
hermitske metrike na vsaki kompleksni mnogoterosti, glej [6, trditev VI.3.1]
Primer 2.5 (Gaussova ukrivljenost). Naj bo M Riemannova ploskev. Hermitska
psevdometrika na M v kompleksni koordinati z je ds2M := 2λ(z)dzdz̄, kjer je λ(z) ∈
C2(M, [0,∞)) z zahtevama λ(z) = λ(z) in Z(λ) := {z ∈ M : λ(z) = 0} je diskretna
mnoºica. Gaussova ukrivljenost Kds2M psevdometrike ds
2
M je za z ∈ M \ Z(λ)
podana s formulo






in za ostale to£ke denirana kot−∞. Z uporabo veriºnega pravila se lahko enostavno
prepri£amo, da je denicija ukrivljenosti neodvisna od lokalne karte. ♦
Dve hermitski metriki: evklidska metrika na C podana kot de2 := dzdz̄ in




sta pomembni v teoriji hiperboli£nosti. Z neposrednim ra£unom lahko ugotovimo, da
je Gaussova ukrivljenost evklidske metrike 0 in Gaussova ukrivljenost Poincaréjeve
metrike −1. Glede na metriki znamo v obeh primerih eksplicitno izra£unati razdaljo
med dvema to£kama. V prvem primeru dobimo dC(p, q) = |p − q|, kar je evklidska
razdalja med to£kama na C. V drugem primeru dobimo
ρR(p, q) := log
|R2 − p̄q|+R|p− q|














, x ∈ (−1, 1)
je strogo nara²£ajo£a funkcija z ni£lo x = 0. Za funkcijo velja ²e limx→−1 artanh(x) =
−∞ in limx→1 artanh(x) = ∞. Naj bosta p, q ksni to£ki. Zato iz R → ∞ sledi
ρR(p, q)→ 0. V primeru R = 1 pi²emo D := D1, dρ2 := dρ21 in
ρ(p, q) := ρ1(p, q) = 2 artanh
∣∣∣∣ p− q1− q̄p
∣∣∣∣. (2.2)
Najkraj²a pot (geodetka) med to£kama 0 in a ∈ D v Poincaréjevi razdalji je daljica
[0, a]. Ta pot je enoli£na in jo bomo ozna£evali z Γ(a). Vse ostale geodetke dobimo
s primerno rotacijo in Möbiusovo transformacijo (2.3) teh daljic.
Na disku se pogosto uporablja ²e Möbiusova razdalja
µ(p, q) :=
∣∣∣∣ p− q1− q̄p
∣∣∣∣ .
Dobimo ρ(p, q) = 2 artanhµ(p, q). Naj bo p ∈ D in q ∈ ∂D. Potem je µ(p, q) = 1
in ρ(p, q) = ∞. Ugotovili smo, da je rob diska pri Poincaréjevi razdalji neskon£no
oddaljen od katerekoli to£ke, medtem ko je pri Möbiusovi razdalji konstantno kon£no
oddaljen. To pomeni, da je vsaka zaprta krogla v Poincaréjevi razdalji kompaktna.
V lu£i Hopf-Rinowega izreka 2.2 to pomeni polnost metrike. Tega pri Möbiusovi
razdalji nimamo.






kjer je a ∈ D. Velja ϕa ∈ Aut (D), ϕa(a) = 0 in inverz je ϕ−a. Potem nam klasi£na
Schwarzova lema [24, izrek 12.2] zagotavlja [24, izrek 12.6]
Aut (D) =
{
eiaϕb(z) : a ∈ R, b ∈ D
}
.
Naj bo f ∈ O (D,D) in p, q ∈ D poljubni to£ki. Denirajmo F (z) := (ϕf(q) ◦
f ◦ ϕ−q)(z). Potem je F ∈ O (D,D) in F (0) = 0. Schwarzova lema nam pove∣∣ϕf(q)(f(z))∣∣ ≤ |ϕq(z)|, kar se v polni obliki prepi²e v∣∣∣∣∣ f(p)− f(q)1− f(p)f(q)
∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ p− q1− p̄q
∣∣∣∣ . (2.4)
Neenakost je znana pod imenom Schwarz-Pickova lema. Prednost te leme je v
nezahtevanosti pogoja f(0) = 0. V jeziku Poincaréjeve in Möbiusove razdalje se
Schwarz-Pickova lema glasi
Izrek 2.6 (Schwarz-Pickova lema). Naj bo f ∈ O (D,D). Potem za poljubni to£ki
p, q ∈ D velja ρ(f(p), f(q)) ≤ ρ(p, q) in µ(f(p), f(q)) ≤ µ(p, q).
6
Dokaz. Neenakost z Möbiusovo razdaljo je ekvivalentna izrazu (2.4). Ker je artanh
nara²£ajo£a funkcija, sledi ²e neenakost s Poincaréjevo razdaljo.
Lars V. Ahlfors je leta 1938 povezal Gaussovo ukrivljenost s Poincaréjevo razdaljo
in dokazal
Izrek 2.7 (Ahlforsova lema, [16, posledica 2.1.5]). Naj bo M Riemannova ploskev,
opremljena s hermitsko psevdometriko ds2M . Recimo, da obstaja tak L < 0, da je
Kds2M (z) ≤ L za vsak z ∈ M . Potem za vsak f ∈ O (D,M) velja f
∗(ds2M) ≤
|L|−1dρ2. e je dM razdalja, ki jo inducira ds2M , velja dM(f(p), f(q)) ≤ |L|−1ρ(p, q).
Grauert in Reckziegel sta v [7] pokazala, da je na kompaktni Riemannovi plo-
skvi roda g ≥ 2 mogo£e elementarno, tj. brez uporabe uniformizacijskega izreka,
konstruirati hermitsko metriko z Gaussovo ukrivljenostjo −1. Njuna konstrukcija je
eksplicitna, £e privzamemo na znanje, da rod Riemannove ploskveM pomeni ²tevilo
neodvisnih holomorfnih 1-form naM , glej [6, str. 340]. Z Ahlforsovo lemo je mogo£e
dokazati oba Picardova izreka, glej npr. [27].
2.3 Hiperboli£ne mnogoterosti
Naj bo M povezana kompleksna mnogoterost. Za dve podani in poljubni to£ki
p, q ∈M sestavimo verigo holomorfnih diskov α
α :

p = p0, p1, . . . , pk = q ∈M,
a1, a2, . . . , ak ∈ D,
f1, f2, . . . , fk ∈ O (D,M)
(2.5)






kjer je ρ Poincaréjeva razdalja (2.2).
Denicija 2.8. Kobayashijeva psevdorazdalja je denirana kot
dKM(p, q) := inf l(α),
kjer gre inmum po vseh verigah α.
Tak²na veriga holomorfnih diskov vedno obstaja, kar enostavno sledi iz denicije
kompleksnega atlasa naM . Potrebno je preveriti, da dKM zado²£a aksiomom psevdo-
razdalje in je zvezna kot funkcija na M ×M . Trdimo, da dKM porodi psevdorazdaljo
naM . Zahtevi dKM(p, p) = 0 in d
K
M(p, q) ≥ 0 sta za poljubni to£ki p, q ∈M izpolnjeni.
Za dokaz trikotni²ke neenakosti izberimo to£ke x, y, z ∈M . Naj bo α veriga od x do
y, β veriga od y do z in γ veriga od x do z. Tedaj je infγ l(γ) ≤ l(α∗β) = l(α)+l(β),
kjer smo z α ∗ β ozna£ili sklop poti. Od tod sledi trikotni²ka neenakost. Vpra²anje
je, ali se lahko pri p 6= q zgodi dKM(p, q) = 0.
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Primer 2.9. Imejmo poljubni to£ki p, q ∈ Cn. Naj bo ε > 0 poljubno majhno
²tevilo. Denirajmo preslikavo f : D → Cn z f(z) = p + ε−1(q − p)z. Opazimo
f(0) = p in f(ε) = q. Tedaj je dKCn (p, q) ≤ ρ(0, ε) < 2ε in ker je ε poljuben, sledi
dKCn (p, q) = 0. Zato je d
K
Cn ≡ 0. ♦









poln metri£ni prostor. Mno-
goterostim, ki imajo Kobayashijevo psevdorazdaljo identi£no enako ni£, bomo rekli
povsem nehiperboli£ne .
V ºelji po posplo²itvi Schwarz-Pickove leme na kompleksno mnogoterost vpe-
ljemo druºino skr£ljivih psevdorazdalj . Naj bosta M in N poljubni kompleksni
mnogoterosti. Psevdorazdalji dM : M ×M → R+, denirani na kategoriji komple-
ksnih mnogoterosti, pravimo skr£ljiva , £e velja dD ≡ ρ na D in dN(f(p), f(q)) ≤
dM(p, q) za poljubno preslikavo f ∈ O (M,N), kjer sta p, q ∈ M poljubni to£ki.
Skr£ljive psevdorazdalje sestavljajo druºino skr£ljivih psevdorazdalj. Obstaja kar
nekaj druºin skr£ljivih psevdorazdalj z bolj ali manj lepimi lastnostmi (bralec jih bo
na²el v [11, 4]).
V uvodu smo obljubili, da Kobayashijeva psevdorazdalja spada v druºino skr£-
ljivih psevdorazdalj. V resnici velja ²e ve£.
Trditev 2.11. Kobayashijeva psevdorazdalja spada v druºino skr£ljivih psevdorazdalj
in je v tej druºini najve£ja v smislu, da za vsako skr£ljivo psevdorazdaljo dM velja
dM ≤ dKM .
Dokaz. Naj bo f ∈ O (M,N), kjer sta M,N kompleksni mnogoterosti in p, q ∈ M
poljubni to£ki. Naj bo α veriga od p do q. Preslikava f naravno prenese verigo α na
verigo β od f(p) do f(q) z zaporedjem preslikav {f ◦ fn}kn=1. Pri tem je l(α) = l(β).
Torej je inf l(β) ≤ inf l(α), od koder sledi dKN (f(p), f(q)) ≤ dKM (p, q). Dokazati
moramo ²e dKD ≡ ρ. Po Schwarz-Pickovi lemi (izrek 2.6) in deniciji 2.8 imamo
ρ(p, q) ≤ inf
k∑
n=1







ρ(0, an) = d
K
D (p, q).
Po drugi strani pa s postavitvijo f ≡ id dobimo
dKD (p, q) = inf
k∑
n=1
ρ(0, an) = inf
k∑
n=1
ρ(pn−1, pn) ≤ ρ(p, q),
od koder sledi dKD ≡ ρ.
Naj bo dM iz druºine skr£ljivih psevdorazdalj. Dokazati moramo dM(p, q) ≤







dM(fn(0), fn(an)) ≤ l(α),
sledi dM(p, q) ≤ infα l(α) = dKM (p, q).
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V drugem delu dokaza trditve 2.11 smo dejansko uporabili samo lastnost
dM(f(p), f(q)) ≤ ρ(p, q) za vse p, q ∈ D, f ∈ O (D,M) .
e slednje velja za neko psevdorazdaljo dM , je vedno dM ≤ dKM . Ta neenakost
nam da naslednje: £e je (M,dM) (poln) metri£ni prostor, je M (polna) hiperboli£na
mnogoterost.
Primer 2.12. Naj boM Riemannova ploskev, opremljena z neko hermitsko metriko
z Gaussovo ukrivljenostjo K ≤ −1. Po Ahlforsovi lemi 2.7 za vse p, q ∈ D in vse
f ∈ O (D,M) velja dM(f(p), f(q)) ≤ ρ(p, q), kjer je dM razdalja, inducirana s to
hermitsko metriko. Neenakost dM ≤ dKM je tako izpolnjena. Zato je Riemannova
ploskev s polno hermitsko metriko, katere Gaussova ukrivljenost je navzgor omejena
z −1, polna hiperboli£na. ♦
Posledica 2.13. Naj bosta M,N kompleksni mnogoterosti in f : M → N biholo-
morfna preslikava. Potem je f izometrija glede na Kobayashijevo psevdorazdaljo.
Najti ekspliciten izraz za Kobayashijevo psevdorazdaljo, ºe za enostavne domene
v Cn, ni lahka naloga. Za enotski polidisk
Dn :=
{







z ∈ Cn : ‖z‖2 :=
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 1
}
.
znamo enostavno izra£unati Kobayashijevo psevdorazdaljo. Bolj splo²ne domene so
obravnavane v [11, 10].
Trditev 2.14. Naj bo x, y ∈ Dn. Potem je
dKDn (x, y) = max
1≤i≤n
ρ(xi, yi).
Naj bo x, y ∈ Bn. Potem je












kjer je 〈x, y〉 := x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn standardni hermitski skalarni produkt.
Dokaz. Naj bo pi := ϕxi(yi) Möbiusova transformacija (2.3) za vsak 1 ≤ i ≤ n.
Potem je dKDn (x, y) = d
K
Dn (0, p), zato zado²£a dokazati
dKDn (0, p) = ρ(0, ‖p‖∞). (2.6)
Ker je p = 0 natanko tedaj, ko je ‖p‖∞ = 0, lahko privzamemo ‖p‖∞ 6= 0. Naj bo






Velja dKDn (0, p) = d
K
Dn (f(0), f(‖p‖∞)) ≤ ρ(0, ‖p‖∞). Dokaºimo ²e obratno neena-
kost. Naj bo pri : Dn → D projekcija i-te komponente na disk. Ker so projekcije
holomorfne, sledi ρ(0, pi) ≤ dKDn (0, p) za vsak 1 ≤ i ≤ n in s tem ρ(0, ‖p‖∞) ≤
dKDn (0, p).
Naj bo a ∈ Bn − {0}. Denirajmo
ha(z) :=
√
1− ‖a‖22 (‖a‖22z − a〈z, a〉) + a (〈z, a〉 − ‖a‖22)
‖a‖22(1− 〈z, a〉)
.
Ni se teºko prepri£ati, da je ha(z) ∈ Aut(Bn) in ha(a) = 0. Izraz je tudi dobro
deniran, saj po Cauchy-Bunjakovski-Schwarzovi neena£bi sledi |〈z, a〉| < 1 za vsak
z ∈ Bn. Naj bo x 6= 0 in p := hx(y). Tedaj je dKBn (x, y) = d
K
Bn (0, p), zato zado²£a
dokazati
dKBn (0, p) = ρ (0, ‖p‖2) . (2.7)





Ker je f ∈ O (D,Bn), f(0) = 0 in f(‖p‖2) = p, velja dKBn (0, p) ≤ ρ(0, ‖p‖2). Ozna-
£imo z U(n) :=
{
A ∈Mn(C) : AĀT = I
}
unitarno grupo. Enostavno se da pokazati,
da za vsak U ∈ U(n) velja ‖Uz‖2 = ‖z‖2 in U ∈ Aut (Bn). Izberimo tak U ∈ U(n),
da bo Up = (‖p‖2, 0, . . . , 0). Tedaj je (pr1◦U)(z) ∈ O (Bn,D) in (pr1◦U)(p) = ‖p‖2.
Zato je ρ(0, ‖p‖2) ≤ dKBn (0, p).
Trditev 2.15. Funkcija dKM : M ×M → R+ ∪ {0} je zvezna.
Dokaz. Naj bo (p, q) ∈M ×M to£ka, v kateri dokazujemo zveznost. Imejmo zapo-
redje {(pi, qi)}∞i=1, ki konvergira k to£ki (p, q) v standardni metriki. Po trikotni²ki
neenakosti dobimo∣∣dKM (pi, qi)− dKM (p, q)∣∣ ≤ dKM (pi, p) + dKM (qi, q) ,
kar pomeni, da moramo pri pi → p, kjer je konvergenca mi²ljena v topologiji prostora
M , pokazati dKM (pi, p)→ 0. To zadostuje za koordinatno okolico U to£ke p, ϕ : U ∼=
Dn, saj velja dKM (pi, p) ≤ dKU (pi, p). Tedaj je dKU (pi, p) = dKDn (ϕ(pi), ϕ(p))→ 0.





(p, q) ≥ dM(p, q). Naj bo γ poljubna odsekoma C-pot in α
poljubna veriga med p in q. Vemo, da je daljica Γ(a) med to£kama 0 in a ∈ D
najkraj²a pot v Poincaréjevi metriki. Ozna£imo z |α| odsekoma C-pot na M , ki jo
dobimo kot unijo mnoºic {fn(Γ(an))}. Potem imamo(
dKM
)i






l(α) = dKM (p, q) ,
kar nam da obratno neenakost.
Trditev 2.16 nam skupaj s trditvijo 2.1 in Hopf-Rinowim izrekom 2.2 da spodnjo
posledico.
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Posledica 2.17. Kobayashijeva razdalja na hiperboli£ni mnogoterosti inducira stan-
dardno topologijo. Hiperboli£na mnogoterost je polna natanko tedaj, ko je vsaka
zaprta krogla kompaktna.
Naj bo KM(x, r) :=
{
y ∈M : dKM (x, y) < r
}
, tj. krogla v Kobayashijevi psevdo-
razdalji na kompleksni mnogoterosti M . Zgornja posledica zagotavlja, da v primeru
hiperboli£ne mnogoterosti za vsako okolico U ⊂ M to£ke x ∈ M obstaja r > 0, da
je KM(x, r) ⊂ U .
Trditev 2.18. Naj bo H zgornja polravnina in p, q ∈ H poljubni to£ki. Velja
dKH (p, q) = 2 artanh
∣∣∣∣p− qp̄− q
∣∣∣∣.
Domena H je polna hiperboli£na.
Dokaz. Ker je ψ(z) := (i + z)(i− z)−1 biholomorfna preslikava domene H v D, je ψ
izometrija Kobayashijeve psevdorazdalje. Torej dKH (p, q) = ρ(ψ(p), ψ(q)), kar je po
ena£bi (2.2) ekvivalentno zgornjemu izrazu.
Omenili smo ºe, da polidisk in krogla nista biholomorfno ekvivalentni domeni. Z
uporabo trditve 2.14 postane dokaz skorajda trivialen. Ideja dokaza je povzeta po
[10, 4.1].
Posledica 2.19. Za vsak n ≥ 2, Bn in Dn nista biholomorfno ekvivalentni domeni.
Dokaz. Dokazujemo s protislovjem. Naj bo f : Bn → Dn biholomorfna preslikava.
Lahko privzamemo f(0) = 0. Za vsak z ∈ Dn velja dKBn (0, f
−1(z)) = dKDn (0, z).
Vzemimo z = (t, 1/2, . . . , 1/2), pri £emer je t ∈ (0, 1). Imamo∥∥f−1(t, 1/2, . . . , 1/2)∥∥
2
= max{t, 1/2}.
Leva funkcija je diferenciabilna, desna pa o£itno ne, kar pomeni protislovje.
Spomnimo, da je Dn = D× · · · ×D produktna domena. Trditev 2.14 nam pove,
da je Kobayashijeva razdalja na polidisku enaka maksimumu Poincaréjevih razdalj
na vsaki komponenti v produktu diskov. To lahko posplo²imo na produkt poljubnih
mnogoterosti.
Trditev 2.20. Naj bodo M1, . . . ,Mn kompleksne mnogoterosti. Za poljubni to£ki
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈M1 × · · · ×Mn velja
dKM1×···×Mn (x, y) = max
{





e so mnogoterosti M1, . . . ,Mn (polne) hiperboli£ne, je tudi M1 × · · · ×Mn (polna)
hiperboli£na.
Dokaz. Trditev o (polni) hiperboli£nosti neposredno sledi iz (2.8). Zato preostane
dokazati ena£bo (2.8).
Naj bo pri : M1 × · · · ×Mn →Mi projekcija i-te komponente. Zato je




za vsak i ∈ {1, . . . , n}. Brez ²kode za splo²nost lahko privzamemo dKMi (xi, yi) ≤
dKM1 (x1, y1) za vsak i ∈ {1, . . . , n}. Dokazati moramo




Naj bo α := {a1, . . . , ak; f1, . . . , fk} veriga holomorfnih diskov od x1 do y1 v M1.
Radi bi konstruirali verigo γ od x do y v M1× · · ·×Mn, tako da bo l(γ) ≤ l(α). Po













od xi do yi v Mi, da je l(βi) ≤ l(α). Lahko predpostavimo k = k2 = · · · = kn in
ρ(0, b
(i)























za vsak j ∈ {1, . . . , k} in γ := {a1, . . . , ak;F1, . . . , Fk}. Dobili smo verigo od x do y
v M1 × · · · ×Mn in l(γ) = l(α), kar smo ºeleli dokazati.
Nismo ²e spoznali nobene hiperboli£ne domene, ki ne bi bila polna. Na komple-
ksni ravnini sta C in C∗ povsem nehiperboli£ni domeni, ºe C \ {0, 1} pa je polna
hiperboli£na domena. Naj bo Ω ⊂ C \ {a, b}, kjer je a 6= b. Ker je dKC\{a,b} ≤ dKΩ , je
Ω hiperboli£na. Naj bo {xn}∞n=1 ⊂ Ω poljubno Cauchyjevo zaporedje v metriki dKΩ .
Recimo, da to zaporedje konvergira k neki robni to£ki x ∈ ∂Ω. Potem je to zapo-
redje Cauchyjevo tudi glede na metriko dC\{a,x}, zato mora konvergirati k neki to£ki
x′ ∈ C \ {a, x}. Dobili smo protislovje, saj je x 6= x′. Zato je Ω polna hiperboli£na
domena.
To pomeni, da moramo primer poiskati v vi²jih dimenzijah. Zado²£al bo ºe bidisk
brez sredi²£a.
Primer 2.21. Denirajmo X := D2 \ {(0, 0)}. Ker je X omejen, je hiperboli£en.
Denirajmo zaporedja an := (0, αn), bn := (αn, 0) in cn,m := (αn, αm), kjer je
{αn}∞n=1 ⊂ D zaporedje z lastnostjo ρ(0, αn) = 2−n. Uvedimo domeni X1 := D ×
D∗ ⊂ X in X2 := D∗ × D ⊂ X, kjer je D∗ := D \ {0}. Imamo








Denirajmo fn ∈ O (D, X1) s predpisom fn(z) := (z, αn) in gn ∈ O (D, X2) s predpi-




ρ(0, αn), kar je ekvivalentno dKX2 (bn, cn,n) ≤ ρ(0, αn) in d
K
X2
(bn, cn,n+1) ≤ ρ(0, αn).
Torej dKX (an, bn) ≤ 21−n in dKX (bn, an+1) ≤ 21−n. Od tod sledi, da je zaporedje
{an}∞n=1 Cauchyjevo s konvergenco (0, 0) /∈ X. ♦
Naj bosta X, Y topolo²ka prostora in F : X → Y neka druºina preslikav. Re-
cimo, da imamo podani to£ki x ∈ X in y ∈ Y ter okolico U ⊂ Y to£ke y. e
obstajata taki okolici V 3 x in W 3 y, da za vsak f ∈ F iz f(x) ∈ W sledi
f(V ) ⊂ U , potem pravimo, da je F usklajena z {(U,W ), (x, V )}. e to velja
za poljubno okolico U ⊂ Y poljubne to£ke y ∈ Y in za poljuben x ∈ X, potem
pravimo, da je F usklajena (ang. even family).
Naslednja lema se izkaºe za zelo uporabno v osnovni teoriji hiperboli£nih mno-
goterosti. Idejo formulacije in dokaza leme lahko najdemo v [13].
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Lema 2.22. Naj bo M kompleksna mnogoterost. Recimo, da imamo taki okolici
U1 ⊂ M in U2 ⊂ M neke to£ke x ∈ M , ter r ∈ (0, 1), da je O (D,M) usklajena z
{(U2, U1), (0,Dr)}. e za verigo α oblike (2.5) velja p, p1, . . . , pk−1 ∈ U1 in q ∈ U2,
potem obstaja tak C ≥ 1, da je
dKU2 (p, q) ≤ C · l(α). (2.9)
Dokaz. Naj bo {an}kn=1 ⊂ Dr. Izberimo poljuben r′ < r. Naj bo N prvo naravno
²tevilo, da bo |N−1an| < r′. To£ke {iN−1an}Ni=1 leºijo na daljici med 0 in an, torej
na geodetki Poincaréjeve metrike. Od tod sledi, da je razdalja med sosednjima
to£kama vselej enaka ρ(0, an)N−1. Potem to£ke ϕkN−1an ((k + 1)N
−1an), kjer je
ϕx(z) Möbiusova transformacija, leºijo v Dr′ . Zato lahko brez ²kode za splo²nost
predpostavimo an ∈ Dr′ . Izberimo tak C > 0, da bo
C · dKD (0, z) ≥ dKDr (0, z)
za vsak z ∈ Dr′ . Ker je Dr ⊂ D, imamo C ≥ 1. Sledi
C · l(α) = C ·
k∑
n=1











kjer smo pri drugem neena£aju upo²tevali pogoj usklajenosti iz leme.
Opazimo, da je O (D,M) usklajena natanko tedaj, ko obstaja tak r ∈ (0, 1), da
je O (D,M) usklajena z {(U,W ), (0,Dr)} za poljubno okolico U . To enostavno sledi
po uporabi Möbiusove transformacije ϕx(z).
Denicija 2.23. Kompleksna mnogoterost (M,dM) je tesna (ang. tight), £e je za
poljubno kompleksno mnogoterost (N, dN) druºina O (N,M) enakozvezna.
Naslednji izrek povezuje hiperboli£nost, uglajenost in tesnost. Pojavi se v Ro-
ydenovem £lanku [22, izrek 2], kjer je dokazan z uporabo Kobayashi-Roydenove
psevdometrike. Tukaj je dokazan brez uporabe te metrike.
Izrek 2.24. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(a) M je hiperboli£na;
(b) O (D,M) je usklajena;
(c) M je tesna.
Dokaz. Potek dokazovanja bo (a)⇔(b) in (a)⇒(c)⇒(b).
Naj bo M hiperboli£na in U okolica to£ke p ∈ M . Obstaja r ∈ (0, 1), da je
KM(p, r) ⊂ U . Naj bo r′ := ρ(0, r/3). Za vsak f ∈ O (D,M) iz f(0) ∈ KM(p, r/3)
sledi f(Dr′) ⊂ U . Torej je O (D,M) usklajena z {(U,KM(p, r/3)), (0,Dr′)}. Zaradi
poljubnosti okolice U sledi uglajenost druºine O (D,M).
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Naj bo O (D,M) usklajena. Izberimo poljubni razli£ni to£ki p, q ∈ M . Tedaj
obstaja hiperboli£na okolica U ⊂M , za katero velja p ∈ U in q /∈ U . Naj bo U ′ b U
okolica to£ke p. Ker je O (D,M) usklajena, obstaja okolica W b U ′ to£ke p, da je
O (D,M) usklajena z {(U ′,W ), (0,Dr)} za neki r ∈ (0, 1). Naj bo α poljubna veriga
od p do q. Tedaj obstaja tak 1 ≤ i < k, da je p, p1, . . . , pi ∈ W in pi+1 ∈ U ′ \W .
Po lemi 2.22 obstaja C ≥ 1, da je dKU ′ (p, pi+1) ≤ C · l(α). Obstaja tak m > 0, da
je dKU ′
(
p, U ′ \W
)
= m. Tedaj je l(α) > C/m za poljubno verigo α, kar pomeni
dKM (p, q) > 0.
Naj bo M hiperboli£na. Zaradi trditve 2.11 je O (N,M) enakozvezna glede na
dKM in je zato M tesna.
Naj bo M tesna. Tedaj je O (D,M) enakozvezna glede na neko metriko dM .
Izberimo x ∈M in poljubno okolico U 3 x. Ker dM inducira standardno topologijo,
obstaja tak r > 0, da je BdM (x, r) ⊂ U . Zaradi enakozveznosti obstaja taka okolica
V ⊂ D to£ke 0, da je dM(f(0), f(z)) < r/2 za vsak f ∈ O (D,M) in vsak z ∈ V .
Potem iz f(0) ∈ BdM (x, r/2) sledi f(V ) ⊂ U , kar pomeni, da je druºina O (D,M)
usklajena.
e je U ⊂M , velja dKM |U ≤ dKU |U . Bi morda smeli v primeru posebnih domen U
neenakost obrniti? Naslednja trditev nam pove, da v primeru krogel, induciranih s
psevdometriko dKM , lahko do dolo£ene mere obrnemo neenakost. Naslednja trditev
je zelo uporabna v lokalizacijskih problemih in je podobne narave kakor [16, trditev
3.1.19].
Trditev 2.25. Naj bo x ∈M . Za poljubna r, ε > 0 obstaja tako ²tevilo C(r, ε) ≥ 1,
da je
dKKM (x,r+ε)|KM (x,r) ≤ C(r, ε) · d
K
M |KM (x,r).
Dokaz. Naj bo p ∈ KM(x, r). Ker je dKM(x, p) < r, obstaja taka veriga α od x do
p, da je l(α) < r. S tem za vsako to£ko p′ ∈ |α| velja dKM(x, p′) < r, kar pomeni,
da je |α| vsebovana v krogli KM(x, r). Naj bo r′ ∈ (0, 1) tak, da bo O (D,M)
usklajena z {(KM(x, r + ε), KM(x, r)), (0,Dr′)}, recimo ρ (r′) = ε. Po lemi 2.22
obstaja C(ε) ≥ 1, da je dKKM (x,r+ε) (x, p) ≤ C(ε) · l(α). Od tod sledi
dKKM (x,r+ε) (x, p) ≤ C(ε) · d
K
M (x, p) . (2.10)
Neenakost (2.10) in trikotni²ka neenakost nam dasta neenakost
dKKM (x,r+ε) (p, q) ≤ C(ε)
(





ki je izpolnjena za vse p, q ∈ KM(x, r). Lo£imo dva primera: q /∈ KM(p, ε/2) in
q ∈ KM(p, ε/2). Ker je v prvem primeru ε ≤ 2 · dKM (p, q), imamo
dKKM (x,r+ε) (p, q) ≤ C1(r, ε) · d
K
M (p, q) ,
kjer smo ozna£ili C1(r, ε) := 4rε−1C(ε). V drugem primeru po (2.10) obstaja tak
C2(ε) ≥ 1, da velja
dKKM (x,r+ε) (p, q) ≤ d
K
KM (p,ε/2)
(p, q) ≤ C2(ε) · dKM (p, q) .
Trditev sledi s postavitvijo C := max{C1(r, ε), C2(ε)}.
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Naj bosta X in Y topolo²ka prostora in π : X → Y zvezna surjektivna preslikava.
Spomnimo, da je π krovna preslikava, £e za vsako to£ko y ∈ Y obstaja okolica U 3 y
v Y , za katero obstaja druºina paroma disjunktnih odprtih mnoºic {Vλ}λ∈Λ ⊂ X,
da je π−1(U) =
⋃
λ∈Λ Vλ in π : Vλ → U je homeomorzem za vsak λ ∈ Λ. Tedaj
pravimo prostoru X krovni prostor od Y ali krov nad Y .
Trditev 2.26. Naj bo M kompleksna mnogoterost in X krovna mnogoterost s ho-
lomorfno krovno preslikavo π : X → M . Naj bosta p, q ∈ M poljubni to£ki in
p̃ ∈ π−1(p), q̃ ∈ π−1(q). Tedaj velja
dKM (p, q) = inf
q̃
dKX (p̃, q̃) ,
kjer vzamemo inmum po vseh q̃ ∈ π−1(q).
Dokaz. Po trditvi 2.11 velja
dKM (p, q) ≤ inf
q̃
dKX (p̃, q̃) .
Recimo, da enakost ne more biti doseºena. Obstaja ε > 0, da je
dKM (p, q) + ε < inf
q̃
dKX (p̃, q̃) .
Imejmo tako verigo α od p do q, da velja l(α) < dKM (p, q) + ε. Ker je disk D
enostavno povezan, lahko zaporedje funkcij {fn}kn=1 dvignemo v zaporedje {f̃n}kn=1,
glej npr. [19, lema 79.1], pri £emer se dvigne tudi veriga α v α̃. Ker je l(α) = l(α̃),
imamo dKX (p̃, q̃) ≤ l(α) in s tem
inf
q̃
dKX (p̃, q̃) ≤ l(α) < dKM (p, q) + ε,
kar pa je v nasprotju z zgornjo neenakostjo in je zato na²a predpostavka napa£na.
Sedaj smo v poloºaju, ko lahko dokaºemo ohranjanje hiperboli£nosti pri holo-
morfnih krovnih preslikavah.
Izrek 2.27. Naj bo M kompleksna mnogoterost in X njena krovna mnogoterost s
holomorfno krovno preslikavo π : X →M . Potem jeM (polna) hiperboli£na natanko
tedaj, ko je X (polna) hiperboli£na.
Dokaz. Naj bo X hiperboli£na. Recimo, da za to£ki p, q ∈ M velja dKM (p, q) = 0.
Vzemimo poljuben p̃ ∈ π−1(p). Po trditvi 2.26 obstaja zaporedje {q̃n}∞n=1 ⊂ π−1(q)
z lastnostjo dKX (p̃, q̃n) → 0. Ker je X hiperboli£na, sledi q̃n → p̃ in s tem p = q.
Torej je M hiperboli£na.
Naj bo X polna hiperboli£na in p ∈ M poljubna to£ka. Vzemimo p̃ ∈ π−1(p).
Trditev 2.26 nam zagotavlja
KM(p, r) = π (KX(p̃, r))
za vsak r > 0. Ker je vsaka krogla v X relativno kompaktna, po zgornjem sledi,
da je tudi vsaka krogla v M relativno kompaktna. Zato je M polna hiperboli£na
mnogoterost.
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Naj bo M hiperboli£na. Recimo, da za to£ki p̃, q̃ ∈ X velja dKX (p̃, q̃) = 0. Potem
je dKM (π(p̃), π(q̃)) = 0 in s tem π(p̃) = π(q̃). Naj bo Ũ 3 p̃ taka okolica v X, da
je π : Ũ → π(Ũ) biholomorfna preslikava in π(Ũ) ⊂ KM(π(p̃), ε) za neki ε > 0. To
pomeni, da Ũ ne vsebuje q̃, razen £e je p̃ = q̃. Ker je po predpostavki dKX (p̃, q̃) = 0,
obstaja veriga holomorfnih diskov α := {p̃, . . . , q̃; a1, . . . , ak; f1, . . . , fk}, da je l(α)ε.
Naj bo C̃ :=
⋃k
i=1 {fi(Γ(ai))} krivulja od p̃ do q̃. Potem je π(C̃) ⊂ KM(π(p̃), ε) in
s tem p̃ = q̃. Torej je X hiperboli£na.
Naj boM polna hiperboli£na. Vzemimo poljubno Cauchyjevo zaporedje {p̃n}∞n=1
v X. Po trditvi 2.11 je zaporedje {π(p̃n)}∞n=1 ⊂ M Cauchyjevo in zaradi polnosti
M konvergira k to£ki p ∈ M . Naj bo ε > 0 dovolj majhen, da bo π biholomorfna
preslikava med KM(p, ε) in vsako povezano komponento π−1(KM(p, ε)). Potem ob-
staja N > 0, da je π(pn) ∈ KM(p, ε) za vsak n > N in dKX (p̃n, p̃m) < ε za vse
n,m > N . Naj bo Ũ tista povezana komponenta mnoºice π−1(KM(p, ε)), ki vsebuje
p̃N+1. Trditev 2.26 nam da KX(p̃N+1, ε) ⊂ Ũ . Potem p̃n ∈ Ũ za vsak n > N .
Vzemimo p̃ ∈ Ũ , kjer je π(p̃) = p. Ker p̃n → p̃, je X polna hiperboli£na.
Trditev 2.26 in izrek 2.27 sta dokazana ºe v Kobayashijevem uvodnem £lanku
[14, trditev 2.6, izrek 3.4, izrek 5.5]. Trditev 2.26 bomo uporabili za ekspliciten
izra£un Kobayashijeve razdalje na punktiranem disku.
Posledica 2.28. Naj bosta p, q ∈ D∗ poljubni to£ki. Velja





(arg p− arg q − 2kπ)2 + (log |q| − log |p|)2





Domena D∗ je polna hiperboli£na.
Dokaz. Preslikava π : H → D∗, podana s π(z) = exp (iz), je primer holomorfne
krovne preslikave. Potem je π−1(p) = {arg p + 2kπ − i log |p|} in π−1(q) = {arg q +
2kπ − i log |q|}. Naj bo p̃ = arg p − i log |p|. Zgornji izraz dobimo po trditvah 2.26
in 2.18.
Ker je H polna hiperboli£na domena, nam izrek 2.27 zagotavlja hiperboli£nost
in polnost domene D∗.
Opomba 2.29. Naj bosta p, q ∈ D∗R ksni to£ki. Neposredno iz posledice 2.28 sledi
dKD∗R (p, q)→ 0 pri R→∞.
V primeru domene D∗ opazimo, da je inmum iz trditve 2.26 dejansko doseºen.
Kobayashi je postavil vpra²anje, ali je inmum v resnici minimum [14, str. 464]. Do-
mnevo je ovrgel W. Zwonek ²ele leta 1998 s konstrukcijo protiprimera: elementarne
Reinhardtove domene v C2 iracionalnega tipa, glej [10, 4.4] ali [11, 6].
Sedaj bomo raz²irili denicijo normalnosti iz uvoda na primer zveznih preslikav
med topolo²kima prostoroma. Naj bo X lokalno kompakten, separabilen topolo²ki
prostor in Y lokalno kompakten metri£ni prostor. Pravimo, da je zaprta druºina
F ⊂ C(X, Y ) normalna , £e ima vsako zaporedje v F konvergentno podzaporedje
ali pa je zaporedje kompaktno divergentno, kar pomeni, da za poljubni kompaktni
podmnoºici K ⊂ X in L ⊂ Y obstaja N ∈ N, da je fn(K) ∩ L = ∅ za vse n > N .
Prostor preslikav O (N,M) med kompleksnima mnogoterostma N in M je po
Weierstrassovem konvergen£nem kriteriju [6, izrek 4.4] zaprt v C(N,M).
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Denicija 2.30. Naj bo M kompleksna mnogoterost. M je napeta (ang. taut), £e
je O (N,M) normalna druºina za vsako kompleksno mnogoterost N .
V resnici nam za napetost mnogoterostiM zado²£a dokazati normalnost druºine
O (D,M), glej [16, izrek 5.1.5]. Zato nekateri avtorji denirajo napetost tako, da v
zgornji deniciji vzamejo N = D.
Izrek 2.31. Polna hiperboli£na mnogoterost je napeta.
Dokaz. Naj bo M polna hiperboli£na mnogoterost in N poljubna kompleksna mno-
goterost. Dokazati moramo normalnost druºine O (N,M). Naj bo {fn}∞n=1 ⊂
O (N,M) zaporedje, ki ni kompaktno divergentno. Potem obstajata kompakta K ⊂
N in L ⊂M , ter podzaporedje {f1,n}∞n=1 zaporedja {fn}∞n=1, da je f1,n(K)∩L 6= ∅.
Zato obstaja δ > 0, da je f1,n(K) ⊂ BdKM (L, δ). Naj bo x ∈ N poljuben in izberimo
x0 ∈ K. Potem je
{f1,n(x)}∞n=1 ⊂ BdKM
(
L, δ + dKM (x0, x)
)
.
Ker je po izreku 2.2 vsaka zaprta krogla kompaktna, za vsak x ∈ N sledi relativna
kompaktnost mnoºice {f1,n(x)}∞n=1 vM . Po izreku 2.3 je {f1,n}
∞
n=1 b O (N,M).
Eden izmed Kobayashijevih problemov iz leta 1970 je spra²eval, ali je vsaka
napeta mnogoterost tudi polna hiperboli£na. Ve£ina matematikov, med njimi tudi
Kobayashi, je bila prepri£ana, da je odgovor pritrdilen. T. J. Barth je leta 1977
konstruiral kompleksni prostor (s singularnostmi), ki je nasprotoval domnevi, glej
[16, primer 5.1.7]. Kon£no je leta 1982 J.-P. Rosay na²el napeto omejeno domeno v
C3, ki ni polna hiperboli£na, glej [11, opomba 14.5.3(a)].
Naslednja posledica izreka 2.31 je geometrijski dokaz klasi£nega izreka komple-
ksne analize ene spremenljivke. Standardni dokaz poteka z uporabo principa argu-
menta, glej npr. [1, str. 178].
Posledica 2.32 (Hurwitzov izrek). Naj bo Ω ⊂ Cm domena. Recimo, da zaporedje
{fn}∞n=1 holomorfnih funkcij brez ni£el na Ω konvergira enakomerno na kompaktih k
funkciji f . Potem je f brez ni£el ali pa je f ≡ 0.
Dokaz. Naj bo K ⊂ Ω poljuben kompakt. Brez ²kode za splo²nost velja fn(K) ⊂ D∗
za vsak n ∈ N. Ker je D∗ poln hiperboli£en, po izreku 2.31 sledi napetost domene
D∗. Zaporedje {fn}∞n=1 ima na K konvergentno podzaporedje ali pa je kompaktno
divergentno. Ker zaporedje na K konvergira k funkciji f ∈ O (K,D), je v prvem
primeru f brez ni£el, v drugem primeru pa je f ≡ 0.
Izrek 2.33. Napeta mnogoterost je hiperboli£na.
Dokaz. Recimo, daM ni hiperboli£na. Po trditvi (b) izreka 2.24 druºinaO (D,M) ni







za neki W b U in vsak n ∈ N. Potem obstaja zaporedje




6⊂ U . To zaporedje nima
konvergentnega podzaporedja in ni kompaktno divergentno. Torej M ni napeta
mnogoterost.
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V splo²nem ne velja obrat izreka 2.33. Za domene v Cn velja, da napetost indu-
cira psevdokonveksnost, kar se da precej enostavno pokazati s principom zveznosti.
Ker hiperboli£na domena D2 \ {(0, 0)} ni psevdokonveksna, ni napeta. Podrobnosti
so opisane v [25, str. 3940].
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3 Hiperboli£ne vloºitve
To poglavje je v marsi£em nadaljevanje prej²njega. Uvedemo Kobayashi-Roydenovo
psevdodiferencialno metriko in navedemo nekatere lastnosti analiti£nih mnoºic, ²e
posebno projektivno algebrai£nih mnoºic. Spoznamo pojem lokalne polne hiper-
boli£nosti, ki ga v zadnjem podpoglavju poveºemo s hiperboli£nimi vloºitvami in
komplementi hiperploskev.
3.1 Diferencialna denicija Kobayashijeve psevdorazdalje
V tem razdelku bomo podali innitezimalno analogijo Kobayashijeve psevdorazdalje,
ki pripada razredu psevdodiferencialnih metrik. Tak²no metriko je predlagal ºe
Kobayashi v [14] in postavil vpra²anji o zveznosti metrike in ujemanju integrirane
oblike z dKM . Royden je v [22] odgovoril na obe vpra²anji: metrika je vedno zgoraj
polzvezna in integrirana oblika se ujema z dKM .
Z TxM ozna£ujemo tangentni prostor v to£ki x ∈ M kompleksne mnogoterosti
M . Holomorfna preslikava f ∈ O (M,N) porodi tangentno preslikavo dfx : TxM →
Tf(x)N . Pogosta oznaka je tudi f∗. Baza prostora TxM v lokalnih koordinatah
z1, . . . , zn na neki okolici to£ke x ∈ M (n = dimM) je {∂/∂z1, . . . , ∂/∂zn}. Zato v
primeru domene na C pi²emo kar f ′(z) = dfz (∂/∂z).
Denicija 3.1. Naj bo M kompleksna mnogoterost in TxM tangentni prostor v
to£ki x ∈ M . Funkcija FM : TxM → R+0 se imenuje diferencialna metrika , £e
zado²£a naslednjim lastnostim:
(a) FM je zgoraj polzvezna;
(b) za vsak a ∈ C in vsak v ∈ TxM velja
FM(av) = |a|FM(v); (3.1)
(c) FM(v) = 0 natanko tedaj, ko je v = 0x.
Funkciji, ki ne zado²£a pogoju (c) v smislu, da lahko obstaja v 6= 0x, za katerega je
FM(v) = 0, pravimo psevdodiferencialna metrika .
Pojem diferencialne metrike na kompleksnih mnogoterostih sta vpeljala H. Gra-
uert in H. Reckziegel v [7, denicija 1]. Njuna denicija se z na²o razlikuje le v
pogoju (a), kjer zahtevata zvezno funkcijo. Ker je vsaka zvezna funkcija tudi zgoraj
polzvezna, je denicija 3.1 bolj splo²na.
Denicija 3.2. Naj bo M kompleksna mnogoterost in TxM pripadajo£i tangentni
prostor. Za v ∈ TxM denirajmo psevdodiferencialno metriko FKM : TxM → R+0 kot




: ∃f ∈ O (DR,M) . f(0) = x in f ′(0) = v
}
, (3.2)
ki jo imenujemo Kobayashi-Roydenova psevdometrika .
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Pogosto se uporablja ²e alternativna denicija Kobayashi-Roydenove psevdome-
trike:
FKM (v) = inf
{
2α ∈ R+ : ∃f ∈ O (D,M) . f(0) = x in αf ′(0) = v
}
. (3.3)
Pokazali bomo ekvivalenco obeh denicij. Naj bo f iz (3.2). Potem za g(z) := f(Rz)
velja g ∈ O (D,M), g(0) = x in g′(0) = Rf ′(0). e postavimo α := 1/R, dobimo
αg′(0) = v, kar je ravno pogoj izraza (3.3). Sledi (3.3), saj je 2α = 2/R. Podoben
premislek na funkciji g(z) := f(z/R) nam da obratno implikacijo.
Zaenkrat ²e ne vemo, ali je FKM res psevdometrika. Na tem mestu lahko poka-
ºemo, da izpolnjuje pogoj (b) in delno pogoj (c) denicije 3.1. Zakaj pogoja (c) ne
izpolnjuje v celoti (ter je zato psevdometrika), lahko ponazorimo s primerom 3.3.
Da je tudi zgoraj polzvezna, nam pove izrek 3.6.
Naj bo a ∈ C in v ∈ TxM . Naj bo f ∈ O (DR,M), za katero velja f(0) = x in




, g(0) = x in
g′(0) = af ′(0). Od tod sledi FKM (av) = |a|FKM (v).
Naj bo R > 0 poljuben in f ∈ O (DR,M) podana z f(z) := x. Potem je
f ′(0) = 0x. Pri R→∞ dobimo FKM (0x) = 0.
Primer 3.3. Pokazali bomo FKCn ≡ 0. Za R > 0 denirajmo f ∈ O (DR,Cn) kot
f(z) := zv + x, kjer je v ∈ TxCn. Ker je f(0) = x in f ′(0) = v, sledi FKCn (v) ≡ 0. ♦
Trditev 3.4. Naj bosta M in N kompleksni mnogoterosti. Tedaj za vsak f ∈
O (M,N) velja f ∗FKN ≤ FKM .
Dokaz. Dokazati je potrebno FKN (dfx(v)) ≤ FKM (v) za vsak v ∈ TxM . Naj bo
g ∈ O (DR,M) z lastnostjo g′(0) = v. Tedaj je f◦g ∈ O (DR, N) in d(f◦g)0 (∂/∂z) =
dfx(v). Torej je FKN (dfx(v)) ≤ 2/R.
Trditev 3.5. Naj bo M kompleksna mnogoterost, FM psevdodiferencialna metrika
in X podmnogoterost ali domena vM . e za vsak f ∈ O (D, X) velja f ∗F 2M |X ≤ dρ2,
potem je FM |X ≤ FKX .
Dokaz. Naj bo x ∈ X in v ∈ TxX. Imejmo preslikavo f ∈ O (D, X) in α > 0, za
katero velja f(0) = x in αf ′(0) = v. Pogoj trditve nam da FM(f ′(0)) ≤ 2. Ker je
f ′(0) = v/α, dobimo FM(v) ≤ 2α. Torej je FM |X ≤ FKX .






Naj bosta p, q ∈M poljubni. Razdaljo med to£kama d̄M(p, q) deniramo kot
d̄M(p, q) := inf
γ
LM(γ), (3.4)
kjer gre inmum po vseh odsekoma C1-poteh γ od p do q. Z d̄KM ozna£ujemo psev-
dorazdaljo, ki jo dobimo na zgornji na£in z FM = FKM .
Dokaz naslednjega Roydenovega osnovnega izreka bomo zaradi prezahtevnosti
izpustili, mo£ ga je najti v [22].
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Izrek 3.6. Psevdodiferencialna metrika FKM je zgoraj polzvezna funkcija na tangen-
tnem sveºnju. Velja dKM ≡ d̄KM .
Trditev 3.7. Naj bo FM poljubna zvezna diferencialna metrika na kompleksni mno-
goterosti M . Potem je M hiperboli£na natanko tedaj, ko za vsak x ∈ M obstaja
okolica U 3 x v M in konstanta C > 0, da je FKM (v) ≥ C · FM(v) za vse v ∈ TyM
in y ∈ U .
Dokaz. Naj bosta p, q ∈ M poljubni to£ki. Pogoj trditve zagotavlja d̄KM(p, q) > 0.
Ker je dKM (p, q) ≥ d̄KM(p, q), sledi hiperboli£nost mnogoterosti M .
Naj bo M hiperboli£na. Po izreku 2.24 vemo, da je druºina O (D,M) usklajena.
Naj bo x ∈ M poljubna in U 3 x taka okolica, da je U ∼= Dn. Po deniciji
usklajenosti obstaja relativno kompaktna okolica W 3 x v U in r ∈ (0, 1), da iz
f(0) ∈ W sledi f(Dr) ⊂ U za vsak f ∈ O (D,M). Zato je rFKU (v) ≤ FKM (v) za vse
v ∈ TyM in y ∈ W . Ker je W b U , obstaja C1 > 0, da je FKU (v) ≥ C1 · FM(v) za
vse v ∈ TyM in y ∈ W . Trditev sledi s postavitvijo C := rC1.
3.2 Analiti£ne mnoºice
Naj bo M kompleksna mnogoterost. Mnoºici A ⊂ M pravimo (kompleksna)
analiti£na podmnoºica , £e za vsak x ∈ M obstaja okolica U 3 x in funkcije
f1, . . . , fn ∈ O(U), za katere velja
A ∩ U = {z ∈ U : f1(z) = · · · = fn(z) = 0}.
Opazimo, da je analiti£na podmnoºica zaprt podprostor v M . To je zato, ker smo
v deniciji vzeli to£ke x iz cele mnogoterosti M . e denicijo omeh£amo s tem,
da vzamemo to£ke x samo iz A, govorimo o analiti£ni mnoºici . Jasno je, da je
vsaka analiti£na podmnoºica tudi analiti£na mnoºica, obratno pa v splo²nem ni res
(vsaka domena v C je analiti£na mnoºica, medtem ko so diskretne mnoºice edine
analiti£ne podmnoºice). e pa je analiti£na mnoºica A zaprta, je A tudi analiti£na
podmnoºica.
Denicija 3.8. Analiti£ni podmnoºici A ⊂ M pravimo regularna v to£ki a ∈ A,
£e obstaja okolica U ⊂M to£ke a in funkcije f1, . . . , fd ∈ O(U), za katere velja:
(a) A ∩ U = {z ∈ U : f1(z) = · · · = fd(z) = 0};
(b) ranga(f1, . . . , fd) = d.
tevilo n− d se imenuje dimenzija analiti£ne mnoºice A v a. Oznaka je dimaA.
V primeru, da je A regularna v vsaki to£ki, potem je A kompleksna pod-
mnogoterost v M . Oznaka za mnoºico regularnih to£k bo regA. Ozna£imo
sngA := A \ regA. e je a ∈ sngA, potem pravimo, da je A singularna v
to£ki a.
Primer 3.9 (Graf preslikave). Naj bo f ∈ O (M,N), kjer je dimM = n in dimN =
m. Mnoºica Gf := {(x, y) ∈M ×N : y = f(x)} se imenuje graf preslikave f . Naj
bo (x0, y0) ∈ Gf poljubna to£ka. Naj bo (U,ϕ) lokalna karta na M v x0 in (V, ψ)
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lokalna karta na N v y0, da je f(U) ⊂ V . Potem je (U × V, ϕ× ψ) lokalna karta na
M ×N v (x0, y0). Imamo
Gf ∩ (U × V ) =
{
(ϕ× ψ)−1(z, w) : (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(z)− w = 0
}
.
Zato ni£le funkcije g(x, y) := (ψ ◦ f)(x) − ψ(y) = (g1(x, y), . . . , gm(x, y)) lokalno
dolo£ajo analiti£no podmnoºico v M ×N , ki pa je Gf . Ker je
rang(x0,y0)(g1, . . . , gm) = m,
je Gf kompleksna podmnogoterost v M ×N dimenzije n = n+m−m. ♦
Vrnimo se na analiti£ne podmnoºice. Spomnimo se, da je podmnoºica A topolo-
²kega prostora X povsod gosta, £e velja A = X, ter nikjer gosta, £e A nima notranjih
to£k.
Izrek 3.10 ([5]). Naj bo M povezana kompleksna mnogoterost in A analiti£na pod-
mnoºica.
(a) e A vsebuje neprazno odprto mnoºico v M , potem velja A = M .
(b) M \ A je s potmi povezana mnoºica.
(c) regA je povsod gosta v A in sngA je zaprta ter nikjer gosta v A.
Neposredno iz denicije nikjer goste podmnoºice in trditve (a) izreka 3.10 sledi
Posledica 3.11. Naj bo A 6= M analiti£na podmnoºica v povezani kompleksni mno-
goterosti. Tedaj je A nikjer gosta podmnoºica v M .
Trditev (c) izreka 3.10 nam zagotavlja smiselnost naslednje denicije.
Denicija 3.12. Dimenzija analiti£ne mnoºice A v to£ki a ∈ A je ²tevilo
dimaA := lim sup
z→a, z∈regA
dimz A.




V primeru a /∈ A deniramo dimaA = −1. Kodimenzija analiti£ne mnoºice
A ⊂ M je denirana kot codimA := dimM − dimA. Kompleksna (analiti£na)
hiperploskev je analiti£na podmnoºica £iste dimenzije dimM − 1.
Analiti£na podmnoºica A ⊂M je reducibilna vM , £e obstajata analiti£ni pod-
mnoºici A1 in A2, razli£ni od A, da je A1∪A2 = A. V nasprotnem primeru pravimo,
da je A ireducibilna . Ireducibilna analiti£na podmnoºica A′ analiti£ne podmnoºice
A je ireducibilna komponenta od A, £e je vsaka analiti£na podmnoºica A′′ ⊂ A,
za katero velja A′′ 6= A′ in A′ ⊂ A′′, reducibilna. Lokalna razli£ica ireducibilnosti je
naslednja: analiti£na podmnoºica A je ireducibilna v a ∈ A, £e obstaja fundamen-
talni sistem okolic Uj 3 a, tako da so vse analiti£ne mnoºice A ∩ Uj ireducibilne v
Uj.
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Primer 3.13. Projektivno algebrai£na mnoºica X ⊂ CPn je ni£elna mno-
ºica kon£nega ²tevila homogenih polinomov v n + 1 kompleksnih spremenljivkah.
Neni£elni polinom p(z0, . . . , zn) je homogen stopnje d, £e za vsak t ∈ C velja
p(tz0, . . . , tzn) = t
dp(z0, . . . , zn). Torej je X analiti£na podmnoºica. V resnici velja
tudi obratno.
Izrek 3.14 (Chow, [6, izrek IV.5.13]). Vsaka analiti£na podmnoºica v projektivnem
prostoru je algebrai£na.
Naj bo p(z0, . . . , zn) homogen polinom stopnje d. Mnoºica
{[z0 : · · · : zn] ∈ CPn : p(z0, . . . , zn) = 0}
je hiperploskev. Chowov izrek nam daje upanje na obrat.
Izrek 3.15 ([6, izrek IV.5.14]). Vsaka hiperploskev v projektivnem prostoru je po-
dana s homogenim polinomom.
Ker je vsaka hiperploskev podana z nekim homogenim polinomom stopnje d, ji
pravimo hiperploskev stopnje d. V primeru d = 1 imamo hiperravnine .
Imejmo mnoºico N hiperravnin H1, . . . , HN v CPn. Unija teh hiperravnin je
kompleksna hiperploskev stopnje N v CPn. Njene ireducibilne komponente so hi-
perravnine Hi, ki so gladke hiperploskve.
Naj bo N ≥ n + 2. Pravimo, da so hiperravnine v splo²nem poloºaju , £e je
poljubna podmnoºica n+ 1 hiperravnin linearno neodvisna. Slednje je ekvivalentno
temu, da lahko najdemo linearno zamenjavo koordinat z0, · · · , zn tako, da te n + 1
hiperravnine postanejo koordinatne hiperravnine {z0 = 0}, {z1 = 0}, . . . , {zn =
0}. e je N ≤ n+1, so hiperravnine v splo²nem poloºaju natanko tedaj, ko obstaja
linearna zamenjava koordinat, da hiperravnine postanejo koordinatne hiperravnine.
♦
3.3 Hiperboli£nost komplementa analiti£ne podmnoºice
Naj bo X ⊂ M neka domena. Pravimo, da je X lokalno polna hiperboli£na , £e
za vsako to£ko x ∈ X obstaja okolica U 3 x v M , da je U ∩X polna hiperboli£na.
Vemo, da je to vedno izpolnjeno za to£ke iz notranjosti domene X. Zato je to pogoj
na robne to£ke.
Trditev 3.16. Naj boM polna hiperboli£na mnogoterost in X ⊂M zaprta mnoºica.
e je M \X lokalno polna hiperboli£na v M , je M \X polna hiperboli£na.
Dokaz. Naj bo {xn}∞n=1 ⊂ M \X poljubno Cauchyjevo zaporedje glede na metriko
dKM\X . To zaporedje je Cauchyjevo tudi v M , zato konvergira k neki to£ki x ∈ M .
Recimo, da je x ∈ ∂X. Po predpostavki obstaja okolica U 3 x, da je U \ X
polna hiperboli£na. Izberimo okolice x ∈ U1 b U2 b U3 b U . Ker obstaja tak
ε > 0, da je ε = dKM
(
U1, U3 \ U2
)
, je tudi ε ≤ dKM\X
(
U1 \X, (U3 \ U2) \X
)
. Naj
bo N ∈ N tak, da je xN ∈ U1 in dKM\X (xn, xm) < ε/2 za vse n,m ≥ N . Potem
je {xn}∞n=N ⊂ KM\X (xN , ε/2) ⊂ U \ X. Po trditvi 2.25 sledi dKU\X ≤ C · dKM\X na
krogli KM\X (xN , ε/2). To pomeni, da je {xn}∞n=N Cauchyjevo tudi v metriki dKU\X ,
kar pa je v protislovju z x ∈ ∂X. Zato zaporedje konvergira v M \X.
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Trditev 3.17. Naj bo M kompleksna mnogoterost in A kompleksna hiperploskev.
Tedaj je M \ A lokalno polna hiperboli£na domena v M .
Dokaz. Naj bo a ∈ A. Izberimo tako polno hiperboli£no okolico U 3 p, da je
U ∩ A = {x ∈ U : f(x) = 0}, kjer je f ∈ O(U) in f omejena funkcija. Brez ²kode
za splo²nost lahko predpostavimo f ∈ O (U,D). Radi bi dokazali, da je X :=
f−1 (D∗) polna hiperboli£na. Naj bo g ∈ O (X,D∗) taka, da je f |X = g|X . Potem
je Gg = Gf ∩ (U × D∗), od koder sledi zaprtost Gg v U × D∗. Ker je U × D∗ polna
hiperboli£na domena (trditev 2.20 in primer 2.21), je tudi Gg polna hiperboli£na.
Projekcija pr1 : U × D∗ → U inducira biholomorfno preslikavo pr1 : Gg → X. Zato
je X polna hiperboli£na.
Trditvi 3.16 in 3.17 enostavno implicirata naslednji pomembni rezultat.
Posledica 3.18. Naj bo M polna hiperboli£na mnogoterost in A kompleksna hiper-
ploskev. Potem je M \ A polna hiperboli£na mnogoterost.
3.4 Osnovna karakterizacija hiperboli£nih vloºitev
Po deniciji kompleksne mnogoterosti M dimenzije n za vsako to£ko p ∈M obstaja
okolica U 3 p, ki je biholomorfna polidisku Dn. Zato je U hiperboli£na domena.
To pomeni, da vedno obstaja relativno kompaktna hiperboli£na domena, £etudi
sama mnogoterost ni nujno hiperboli£na. Lahko se zgodi, da obstajata zaporedji
to£k {xn}∞n=1 in {yn}∞n=1 v U , ki v standardni topologiji konvergirata na rob ∂U k
razli£nima to£kama, vendar je limn→∞ dKU (xn, yn) = 0. Na² namen je uvesti domene,
kjer se to ne more zgoditi.
Denicija 3.19. Naj bo M kompleksna mnogoterost in X ⊂ M relativno kom-
paktna domena. Imejmo poljubni zaporedji {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ⊂ X, tako da je
xn → x ∈ X in yn → y ∈ X. Pravimo, da je X hiperboli£no vloºena v M ,
£e iz dKX (xn, yn)→ 0 sledi x = y.
Izraz hiperboli£ne vloºitve je uvedel Peter Kiernan v [13]. Take domene je upora-
bljal ºe Kobayashi leta 1970 v povezavi s posplo²itvijo velikega Picardovega izreka.
Izrek 3.20 ([16, izrek 6.3.7]). Naj bo M kompleksna mnogoterost in X hiperboli£no
vloºena domena v M . Potem se vsak f ∈ O (D∗, X) da raz²iriti na f̃ ∈ O (D,M).
Predpostavimo, da za poljubni to£ki x, y ∈ X obstajata okolici U 3 x in V 3 y
v M , da je dKX (U ∩X, V ∩X) > 0. Lahko se prepri£amo, da je to ekvivalentno
deniciji 3.19.
Naslednji izrek nam podaja karakterizaciji hiperboli£no vloºenih domen z dife-
rencialno metriko in relativno kompaktnostjo druºine holomorfnih funkcij.
Izrek 3.21 ([13, 16]). Naj bo M kompleksna mnogoterost, opremljena s poljubno
diferencialno metriko FM in X ⊂M relativno kompaktna domena. Naslednje trditve
so ekvivalentne:
(a) X je hiperboli£no vloºena v M ;
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(b) obstaja C > 0, da je f ∗ (C2F 2M) ≤ dρ2 za vsak f ∈ O (D, X), kjer je dρ2
Poincaréjeva metrika na D;
(c) O (N,X) b O (N,M) za vsako kompleksno mnogoterost N .
Dokaz. Recimo, da je trditev (b) resni£na. Dokazali bomo resni£nost trditev (c)
in (a). Naj bo δM razdalja, porojena z diferencialno metriko CFM . Potem je
δM(f(z1), f(z2)) ≤ ρ(z1, z2) za vsak f ∈ O (D, X) in vsaka z1, z2 ∈ D. Torej
je δM |X ≤ dKX . Ker je X b M , po trditvi (d) posledice 2.4 sledi O (N,X) b
O (N,M) za poljubno kompleksno mnogoterost N . Prav tako iz dKX (xn, yn) → 0
sledi δM(xn, yn)→ 0. Ker je δM > 0, sledi x = y in je zato X hiperboli£no vloºena
v M .
Recimo, da trditev (b) ni resni£na. Dokazali bomo neresni£nost trditev (c) in (a).
Tedaj obstaja zaporedje {fn}∞n=1 ⊂ O (D, X), da je F 2 (f ′n(0)) > n. Tako dobimo
fn(0)→ p ∈ X in F 2 (f ′n(0))→∞, morda po ustreznem podzaporedju.
e velja trditev (c), potem fn → f ∈ O (D,M) po ustreznem podzaporedju.
Potem F 2 (f ′n(0)) → F 2(f ′(0)), kar pa je v protislovju z F 2 (f ′n(0)) → ∞. Torej
trditev (c) ne velja.
Naj bo U polna hiperboli£na okolica to£ke p. Recimo, da obstaja r < 1 in
N ∈ N, da je fn (Dr) ⊂ U za vsak n > N . Po trditvi (b) posledice 2.4 je druºina
{fn ∈ O (Dr, X)}∞n=1 relativno kompaktna v O (Dr, X), kar pa je protislovje. To
pomeni, da za vsak k ∈ N obstaja zk ∈ D in nk ∈ N, da je |zk| < 1/k in fnk(zk) /∈ U .
Ozna£imo pk := fnk(0) in qk := fnk(zk). Z izbiro ustreznega podzaporedja lahko
predpostavimo fnk(zk) → q ∈ X. Torej p 6= q. Vendar dKX (pk, qk) ≤ ρ(0, zk) → 0,
kar pomeni neresni£nost trditve (a).
Trditev 3.22. Naj bo X hiperboli£no vloºena domena v M . e je X lokalno polna
hiperboli£na, potem je X polna hiperboli£na domena.
Dokaz. Recimo, daX ni polna hiperboli£na domena vendar je ²e vedno lokalno polna
hiperboli£na. Potem obstaja Cauchyjevo zaporedje {xn}∞n=1 ⊂ X glede na metriko
dKX , tako da xn → x ∈ ∂X. Naj bo U 3 x taka okolica, da je U ∩ X polna hiper-
boli£na. Izberimo okolico W b U okoli to£ke x. Naj bo ε := dKX (W ∩X,X \ U).
Potem obstaja N ∈ N, da je xN ∈ W in dKX (xn, xm) < ε/2 za vse n,m ≥ N . Zato je
{xn}∞n=N ⊂ KX (xN , ε/2) ⊂ U ∩X. Obstaja C ≥ 1, da je dKU∩X ≤ dKKX(xN ,ε) ≤ C ·d
K
X
na KX (xN , ε/2). Sledi, da je zaporedje {xn}∞n=1 Cauchyjevo tudi glede na metriko
dKU∩X . To pa je protislovje, saj bi zaradi polnosti U ∩X zaporedje moralo tam tudi
konvergirati, kar pa ne.
Posledica 3.23. Naj bo M kompleksna mnogoterost in A kompleksna hiperploskev.
e jeM\A hiperboli£no vloºena vM , potem jeM\A polna hiperboli£na mnogoterost.
Dokaz. Po trditvi 3.17 je M \ A lokalno polna hiperboli£na v M . Po predpostavki
izreka je M \A hiperboli£no vloºena v M . Zato nam trditev 3.22 zagotavlja polnost




V tem poglavju dokaºemo znameniti Brodyjev izrek. Kasneje ga delno posplo²imo
tudi za nekompaktne mnogoterosti. Spoznali bomo, da ima v teh posplo²itvah
klju£no vlogo hiperboli£na vloºenost.
4.1 Brodyjev izrek
Eden najpomembnej²ih rezultatov teorije hiperboli£nih mnogoterosti je gotovo izrek
Roberta Brodyja.
Izrek 4.1 (Brody, [3, izrek 4.1]). Kompaktna kompleksna mnogoterost M je hi-
perboli£na natanko tedaj, ko ne obstaja nekonstantna holomorfna preslikava iz C v
M .
Z drugimi besedami: kompaktna mnogoterost je hiperboli£na natanko tedaj, ko
ne vsebuje netrivialnih kompleksnih premic. Pogosto pravimo mnogoterosti, ki ne
dopu²£a netrivialnih kompleksnih premic Brodyjeva hiperboli£na mnogoterost
ali na kratko B-hiperboli£na . Ena smer izreka je enostavna in ne potrebuje zahteve
po kompaktnosti, vendar jo bomo vseeno zapisali v obliki trditve.
Trditev 4.2. Hiperboli£na mnogoterost je B-hiperboli£na.
Dokaz. Ker za vsako preslikavo f ∈ O (C,M) in vse x, y ∈ C velja dKM (f(x), f(y)) ≤
dKC (x, y) = 0, sledi f(x) = f(y). Torej so lahko preslikave le konstantne.
Znanih je kar nekaj primerov, ki pokaºejo, da je kompaktnost potreben pogoj v
Brodyjevem izreku.
Primer 4.3 (Eisenman-Taylor). Pokaºimo, da je nekompaktna domena
Xn := {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : ∀i ≥ 2. |z1| < 1, |z1zi| < 1}∪
{(0, z2, . . . , zn) ∈ Cn : ∀i ≥ 2. |zi| < 1}
za n ≥ 2 B-hiperboli£na, toda ne hiperboli£na. Domeno X2 sta konstruirala Eise-
nman in Taylor, glej [15, p. 125].
Denirajmo h(z) := (z1, z1z2, . . . , z1zn). Potem h ∈ O (Xn,Dn). Preslikava h je
injektivna, razen na mnoºici (0, z2, . . . , zn) ⊂ Xn. Naj bo f ∈ O (C, Xn) poljubna
preslikava. Potem je h◦ f ∈ O (C,Dn) in h◦ f je konstantna. To pomeni, da imamo
konstantno preslikavo f ali pa je f(C) ⊆ (0, z2, . . . , zn) ⊂ Dn. Ker je f konstantna
tudi v zadnjem primeru, sledi B-hiperboli£nost domene Xn.
Naj bo p := (0, b2, . . . , bn) ∈ Xn. Pokazali bomo dKXn (0, p) = 0. Denirajmo









imamo ϕ ∈ O (D, Xn). Od tod sledi
dKXn (0, p) = limi→∞







saj 1/ai → 0. ♦
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Primer 4.4 (Konstrukcija z razpihom). Sledimo primeru iz knjige [21, str. 297298].
Naj bo X kompaktna Riemannova ploskev roda g ≥ 2 in σ : X̂ → X razpih v to£ki
x ∈ X. Naj bo M ⊂ E = σ−1(x) kon£na podmnoºica z mo£jo |M | ≥ 3. Pokazali
bomo, da je X̂ \M B-hiperboli£na, toda ne hiperboli£na.
Vzemimo poljubno kompleksno premico f : C→ X̂ \M . Sledi, da mora biti f(C)
vsebovana v E \M , saj je X hiperboli£na. Ker je E biholomorfna prostoru CP1, je
E \M biholomorfna CP1 \M , kjer je M kon£na mnoºica z vsaj tremi elementi. Ker
je ta mnogoterost hiperboli£na, mora biti f(C) to£ka, zato je X̂ \M B-hiperboli£na.
Po deniciji razpiha obstaja okolica U mnoºice E v X̂ in holomorfna preslikava
Φ: U → U , podana z
U =
{
((z1, z2) , [w1 : w2]) ∈ C2 × CP1 : |z1|2 + |z2|2 < 1, z1w2 = z2w1
}
.
Vzemimo tak λ ∈ (0, 1/2), da je |w1| ≥ 2λ|w2| za vse ((0, 0), [w1 : w2]) ∈ Φ(M) \
{((0, 0), [0 : 1])}. Potem to£ke ((0, 0), [λ : 1]) in ((0, 0), [−λ : 1]) niso elementi mno-
ºice Φ(M). Pokazali bomo, da je Kobayashijeva psevdorazdalja med tema to£kama





f1(z) := ((λz/2, z/2), [λ : 1]),
f2(z) := ((λ(ε− 2z)/2, ε/2), [λ(ε− 2z) : ε]),
f3(z) := ((λ(z − ε)/2, (ε− z)/2), [−λ : 1]).
Enostavno je videti, da te preslikave res slikajo enotski disk v U \Φ(M). Imamo ²e
f1(ε) = f2(0) in f2(ε) = f3(0). Sledi
dK
U\Φ(M) (((0, 0), [λ : 1]), ((0, 0), [−λ : 1])) ≤ 3ρ(0, ε)→ 0
pri ε→ 0. To pomeni, da U \M , in posledi£no X̂ \M , ni hiperboli£na domena. ♦
Naj bo M kompleksna mnogoterost in FM diferencialna metrika. Spomnimo se,
da je dρ2R Poincaréjeva metrika na DR in de2 evklidska metrika na C, glej razdelek
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Denicija 4.5. Preslikava f ∈ O (DR,M) se imenuje Blochova diskna krivulja ,
£e je BlDR(f) = 1 in F
2
M (f
′(0)) = 1. Preslikava f ∈ O (C,M) se imenuje Blochova
premica , £e je BlC(f) = 1. Blochova premica se imenuje Blochova krivulja , £e je
F 2M (f
′(0)) = 1.
Lema 4.6. Naj bo M kompleksna mnogoterost in FM zvezna diferencialna metrika.
e je f ∈ O (DR,M) taka preslikava, da je F 2M (f ′(0)) > 1, potem obstaja Blochova
diskna krivulja g ∈ O (DR,M).
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∣∣∣2)2 F 2M (f ′(tz)) .
Po deniciji je BlDR(ft) = supz∈DR ut(z). Ker je BlDR(ft) zvezna funkcija glede na t
in je BlDR(f0) = 0 in
BlDR(ft) ≥ ut(0) = t2F 2M (f ′(0)) ,
obstaja t0 ∈ (0, 1), da je BlDR(ft0) = 1. Ker je lim|z|→R ut0(z) = 0, obstaja z0 ∈ DR,
da je ut0(z0) = 1. Naj bo ϕ̃(z) := R · ϕ−z0/R(z/R), kjer je ϕ−z0/R Möbiusova
transformacija (2.3) diska D. S tem je ϕ̃ avtomorzem diska DR in ϕ̃(0) = z0.
Denirajmo g(z) := (ft0 ◦ ϕ̃) (z). Potem je g ∈ O (DR,M) Blochova diskna krivulja.
Trditev 4.7. Naj bo M kompleksna mnogoterost in X ⊆M kompaktna mnoºica.
(a) Zaporedje Blochovih disknih krivulj {fn}∞n=1 ⊂ O (DR, X) ima konvergentno
podzaporedje.
(b) Limita konvergentnega zaporedja Blochovih disknih krivulj fn ∈ O (DRn ,M),
kjer Rn →∞, je Blochova krivulja.
(c) Zaporedje Blochovih disknih krivulj fn ∈ O (DRn , X), kjer Rn →∞, ima kon-
vergentno podzaporedje, katerega limita je Blochova krivulja.
Dokaz. Ker je BlDR(fn) = 1 za vsak n ∈ N, je druºina {fn}∞n=1 enakozvezna. Zaradi
kompaktnosti mnoºice X, za vsak z ∈ DR velja {fn(z)}∞n=1 b X. Pogoja Arzelà-
Ascolijevega izreka 2.3 sta izpolnjena, zato ima zaporedje {fn}∞n=1 konvergentno
podzaporedje.
Naj bo f := limn→∞ fn. Potem je f ∈ O (C,M). Dovolj je pokazati, da metrika
R2dρ2R konvergira enakomerno na kompaktih k metriki 4de
2, ko gre R→∞. Zado²£a




za vsak z ∈ Dr, imamo enakomerno konvergenco R2dρ2R → 4de2.
Po (a) za vsak i ∈ N obstaja konvergentno podzaporedje {fi,n}n>i ⊂ {fn}n>i ⊂
O (DRi , X). Ozna£imo gi := limn→∞ fi,n. Potem je gi ∈ O (DRi , X) in gi|DRi−1 ≡ gi−1
za vsak i > 1. Zato obstaja limi→∞ gi = g ∈ O (C, X). Po (b) je g Blochova
krivulja.
Dokaz izreka 4.1. Hiperboli£na mnogoterost je B-hiperboli£na (trditev 4.2), zato
zado²£a dokazati, da je kompaktna B-hiperboli£na mnogoterost tudi hiperboli£na.
Pokazali bomo, da nehiperboli£na mnogoterost vsebuje Blochovo krivuljo.
Naj boM nehiperboli£na. Potem obstajajo to£ke xn ∈M in vektorji vn ∈ TxnM ,
da je FM(vn) > 1 in FKM (vn) < 1/n. Zato po (3.2) obstaja nara²£ajo£e zaporedje
Rn →∞ in {fn}∞n=1 z fn ∈ O (DRn ,M), da je fn(0) = xn in f ′n(0) = vn. Po lemi 4.6
obstaja zaporedje Blochovih disknih krivulj gn ∈ O (DRn ,M). Ker jeM kompaktna,
po trditvi 4.7 (c) obstaja konvergentno podzaporedje z limito g ∈ O (C,M), ki je
Blochova krivulja. Torej M ni B-hiperboli£na.
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4.2 Stabilnost hiperboli£nih vloºitev
V tem razdelku bomo posplo²ili Brodyjev izrek na primer, ko M ni kompaktna. Po-
vezali bomo pojem B-hiperboli£nosti s pojmom hiperboli£ne vloºenosti (izrek 4.11)
ter tako preko posledice 3.23 dobili povezavo s polno hiperboli£nostjo. To teorijo je
razvil M. G. Zaidenberg v [28].
Naj bo M kompleksna mnogoterost, X ⊆ M relativno kompaktna analiti£na
mnoºica in A kompleksna hiperploskev.
Denicija 4.8. Mnoºica X \A je stabilno hiperboli£no vloºena vM , £e obstaja
okolica U ⊇ X v M , da je domena U \ A hiperboli£no vloºena v M .
e je X \A stabilno hiperboli£no vloºena v M , po posledici 3.23 obstaja okolica
U ⊇ X v M , da je U \ A polna hiperboli£na mnogoterost.










pravimo H-pokritje , £e za vsako konvergentno zaporedje {fn}∞n=1 ⊂ O (D,M \ A),




iz f(0) ∈ Xλ za nek λ ∈ Λ sledi f(D) ⊂ Xλ. Dodatno deniramo
²e X0 := X \ A in Λ0 := {0} ∪ Λ.
Izrek 4.10 (Hurwitzov izrek za hiperploskve). Naj bo A kompleksna hiperploskev v
kompleksni mnogoterosti M in A =
⋃m
n=1 An razcep na m ireducibilnih komponent.
Recimo, da zaporedje {fn}∞n=1 ⊂ O (Dr,M \ A) konvergira k f ∈ O (Dr,M) za neki




j /∈N Aj, kjer je
N := {i ∈ {1, · · · ,m} : f(0) ∈ Ai}.
Dokaz. Naj bo f(0) ∈ A. Potem obstaja okolica U ⊂ M to£ke f(0) in holomorfne
funkcije g1, . . . , gj na U , da je
A ∩ U =
{






Obstajata ε > 0 in N ∈ N, da je f (Dε) ⊂ U in fn (Dε) ⊂ U za n ≥ N . Naj
bo i tak, da je gi(f(0)) = 0. Denirajmo hn := (gi ◦ fn) |Dε . Potem zaporedje
{hn}∞n=N holomorfnih preslikav brez ni£el konvergira enakomerno na kompaktih k










je po Hurwitzovem izreku za hiperploskve H-pokritje.
Takemu pokritju bomo rekli trivialno H-pokritje .
Izrek 4.11. Naj bo M kompleksna mnogoterost, A kompleksna hiperploskev in
X ⊆M relativno kompaktna analiti£na mnoºica. Recimo, da je {Xλ}λ∈Λ0 H-pokritje
mnoºice X. e so vsi elementi pokritja B-hiperboli£ni, potem je X0 stabilno hiper-
boli£no vloºena v M .
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Dokaz. Naj bo {Un}∞n=1 taka ²tevna druºina relativno kompaktnih okolic mnoºice
X, da je X =
⋂
Un. Ozna£imo Vn := Un \ A. Recimo, da za vsak n ∈ N domena
Vn ni hiperboli£no vloºena v M . To pomeni, da neenakost FKVn ≥ C · FM |Vn ni
izpolnjena za vsak C > 0. Zato obstajajo vektorji vn ∈ TVn, da je FM(vn) >
1 in FKVn (vn) < 1/n. Po deniciji Kobayashi-Roydenove psevdometrike obstaja
nara²£ajo£e zaporedje Rn → ∞ in preslikave fn ∈ O (DRn , Vn), da je fn(0) = xn





. Ker je Vn kompaktna, po trditvi 4.7 (c) obstaja konvergentno




, ki je Blochova krivulja. Zato
obstaja neki λ′ ∈ Λ0, da je g(0) ∈ Xλ′ . Ker je {Xλ}λ∈Λ0 H-pokritje, sledi g(C) ⊂ Xλ′ .
Vendar je to v protislovju s predpostavko o B-hiperboli£nosti elementov pokritja.
Zato obstaja n′ ∈ N, da je Vn′ hiperboli£no vloºena v M .
Posledica 4.12. Naj bo M kompleksna mnogoterost in X ⊆M relativno kompaktna
analiti£na mnoºica. e je X B-hiperboli£na, potem obstaja okolica U ⊇ X, ki je
hiperboli£no vloºena v M .
Dokaz. Naj bo A = ∅. Potem je trivialno H-pokritje mnoºice X kar sama mnoºica.
Po izreku 4.11 je X stabilno hiperboli£no vloºena v M .
V primeru X = M in M je kompaktna, iz posledice 4.12 sledi Brodyjev izrek.
Primer 4.13. Naj bo A kompleksna hiperploskev v kompleksni mnogoterosti M in
A =
⋃m
n=1 An razcep na m ireducibilnih komponent. Za vsako (neprazno) podmno-








Po Hurwitzovem izreku za hiperploskve 4.10 je pokritje






H-pokritje, ki mu pravimo Greenovo H-pokritje . Pogosto deniramo ²e A∅ :=
X \ A. ♦
Posledica 4.14 ([8, izrek 2]). Naj bo A kompleksna hiperploskev v kompaktni kom-
pleksni mnogoterosti M in A =
⋃m
n=1 An razcep na m ireducibilnih komponent. Naj
velja naslednje:
(a) M \ A je B-hiperboli£na domena;
(b) za vsak N ⊆ {1, . . . ,m} je AN B-hiperboli£na.
Potem je M \ A polna hiperboli£na in hiperboli£no vloºena domena v M .
Dokaz. Vsi elementi Greenovega H-pokritja so B-hiperboli£ni, zato je po izreku 4.11
domena M \ A stabilno hiperboli£no vloºena v M .




5 Greenov izrek o hiperravninah
V tem poglavju bomo dokazali Greenov izrek o hiperboli£nosti komplementa unije
hiperravnin v splo²nem poloºaju v kompleksnem projektivnem prostoru (posledica
5.14). Temeljni analiti£ni rezultat, ki ga bomo potrebovali, je Borelova lema o
konstantnosti celih funkcij brez ni£el v linearni relaciji (izrek 5.4). Dokaz te leme
poteka z uporabo teorije Nevanlinne, ki se ukvarja z rastjo meromorfnih funkcij.
5.1 Teorija Nevanlinne za meromorfne funkcije
Finski matematik in Ahlforsov mentor pri doktoratu Rolf H. Nevanlinna (1895
1980) je leta 1925 objavil £lanek, v katerem je obravnaval distribucijo vrednosti
meromorfnih funkcij. Na tem mestu bomo spoznali glavne funkcije, ki jih je uvedel
ter njihovo povezavo v obliki prvega glavnega izreka in leme o odvodu logaritma.
Ta izreka skupaj z drugim glavnim izrekom tvorita vrh teorije Nevanlinne za mero-
morfne funkcije. Monograji [23, 21] poleg klasi£ne teorije Nevanlinne obravnavata
tudi teorijo v vi²jih dimenzijah in njeno povezavo z diofantsko aproksimacijo.
Naj bo f ∈ O (Dr,CP1) holomorfna preslikava, podana s homogenimi koordi-
natami f = [f0 : f1], kjer sta f0 in f1 holomorfni funkciji brez skupnih ni£el. Naj
bo a = (a0, a1) ∈ C2 in a 6= 0. Za vsak α ∈ Dr denirajmo ν(α, f, a) kot red
ni£le funkcije 〈f, a〉 = ā0f0(z) + ā1f1(z) v α. e funkcija nima ni£le v α, postavimo
ν(α, f, a) = 0. Funkcija ²tetja je denirana z
N(r, f, a) :=
∑
0<|α|≤r
ν(α, f, a) log
r
|α|
+ ν(0, f, a) log r. (5.1)
Naj bo ‖f‖2 = |f0|2+|f1|2. Funkcija bliºine (ang. proximity function) je denirana
z







|〈f (reiφ) , a〉|
dφ (5.2)







∥∥f (reiφ)∥∥dφ− log ‖f(0)‖. (5.3)
To£ka a = (1, 0) dolo£a hiperravnino 〈z, a〉 = z0 = 0 v CP1, ki ji pogosto pravimo
tudi hiperravnina v neskon£nosti. V tem primeru v oznakah za funkciji ²tetja in
bliºine izpustimo a in pi²emo N(r, f), m(r, f). Naslednji izrek je pravzaprav Nevan-
linnina oblika Jensenove formule iz splo²ne kompleksne analize ene spremenljivke in
povezuje funkcije (5.1), (5.2) in (5.3).
Izrek 5.1 (Prvi glavni izrek, [16, str. 162]). Naj bo f ∈ O (Dr,CP1). Obstaja C > 0,
da je TCart(r, f) = m(r, f, a) + N(r, f, a) + C.
Sedaj bomo pozornost posvetili meromorfnim funkcijam. Naj bo ϕ(z) mero-
morfna funkcija na Dr. Vemo, da obstajata holomorfni funkciji f0 in f1 brez skupnih
ni£el na Dr, da je ϕ = f1/f0, glej npr. [24, izrek 15.12]. Zato lahko ϕ ena£imo s
preslikavo f = [f0 : f1] ∈ O (Dr,CP1), neskon£nost ∞ pa s to£ko a = (1, 0). Zato
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1 + |ϕ (reiφ)|2dφ.
Funkcija ν(α, ϕ) pomeni stopnjo pola v α funkcije ϕ. Za x ≥ 0 denirajmo log+ x :=








karakteristi£no funkcijo pa kot TNev(r, ϕ) := mNev(r, ϕ) + N(r, ϕ). Naj bo C iz
izreka 5.1 za funkcijo ϕ. Potem je C ≤ TCart(r, ϕ) − TNev(r, ϕ) ≤ C + log 2. Iz
prvega glavnega izreka in funkcije (5.1) lahko vidimo TCart(r, f) ≥ log r + C. Torej
je TNev(r, ϕ) ≥ log r− log 2. V nadaljevanju bomo uporabljali funkciji mNev in TNev.
Vrnimo se k funkciji log+ x. Neposredno iz denicije sledi, da za x1, . . . , xn > 0
velja log+(x1 · · · xn) ≤
∑n
i=1 log
+ xi in log+(x1 + · · · + xn) ≤
∑n
i=1 log
+ xi + log n.






















TNev(r, ϕi) + log n.
Naj bosta A(r) in B(r) realni funkciji, kjer je r ∈ [1,∞). e je E ⊂ [0,∞)
Borelova mnoºica s kon£no mero [24, 1.11] in velja A(r) ≤ B(r) za r ∈ [1,∞) \ E,
bomo pisali A(r) ≤ B(r) ‖E. Za δ > 0 oznaka E(δ) pomeni neko Borelovo mnoºico
s kon£no mero, ki je odvisna samo od ²tevila δ. Ideja, od kje pride mnoºica E(δ),
je na kratko opisana v naslednjem razdelku.
Izrek 5.2 (Lema o odvodu logaritma, [20, lema 6.1.16]). Naj bo ϕ meromorfna







≤ 3 log+ TNev(r, ϕ) + δ log r +O(1) ‖E(δ) .
Posledica 5.3. Naj bo ϕ meromorfna funkcija na C in ϕ(k) njen k-ti odvod. Potem





≤ (k+1) TNev(r, ϕ)+O
(
log+ TNev(r, ϕ) + δ log r
)









log+ TNev(r, ϕ) + δ log r
)
‖E(δ) za k ≥ 1.
Dokaz. Dokaz bo potekal z indukcijo na k. Za k = 0 je trditev (a) trivialna in za
k = 1 je trditev (b) ravno lema o odvodu logaritma. Recimo, da (a) velja za k − 1
in (b) za k, kjer je k ≥ 1.
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≤ mNev (r, ϕ) +O
(












≤ (k + 1) N(r, ϕ) + mNev (r, ϕ) +O
(
log+ TNev (r, ϕ) + δ log r
)
‖E(δ)
≤ (k + 1) TNev (r, ϕ) +O
(
log+ TNev (r, ϕ) + δ log r
)
‖E(δ),
kar je ravno trditev (a).












































log+ TNev (r, ϕ) + δ log r
)
‖E(δ),
kar dokazuje trditev (b) za k + 1.
Naj bodo ϕ1, . . . , ϕn meromorfne funkcije na C. Njihova determinanta Wronskega
je
W(ϕ1, . . . , ϕn) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1 · · · ϕn
ϕ′1 · · · ϕ′n
... · · · ...
ϕ
(n−1)




e so ϕ1, . . . , ϕn linearno nedovisne, je W(ϕ1, . . . , ϕn) 6= 0 1. Denirajmo
L(ϕ1, . . . , ϕn) :=
W(ϕ1, . . . , ϕn)
ϕ1 · · ·ϕn
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
ϕ′1/ϕ1 · · · ϕ′n/ϕn
... · · · ...
ϕ
(n−1)




Naj bo i ∈ {1, . . . , n} poljuben in ϕj brez ni£el za vsak j ∈ {1, . . . , n}. Denirajmo
²e
Li(ϕ1, . . . , ϕn) :=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1 · · · 1
ϕ′1/ϕ1 · · · 0 · · · ϕ′n/ϕn
... · · · ... · · · ...
ϕ
(n−1)




1Za splo²ne funkcije to ni res. Velja pa naslednje [2, izrek 1]: kon£na druºina linearno neodvisnih
analiti£nih funkcij ima neni£elno determinanto Wronskega.
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kjer je stolpec [1, 0, . . . , 0]T na i-tem mestu. Naj sedaj linearno neodvisne funk-
cije ϕ1, . . . , ϕn zado²£ajo identiteti (5.5). Potem je W(ϕ1, . . . , ϕn) 6= 0 in s tem
L(ϕ1, . . . , ϕn) 6= 0. Identiteto (5.5) odvajamo (n− 1)-krat in tako dobimo linearni
sistem n ena£b z neznankami ϕ1, . . . , ϕn
ϕ1 + · · ·+ ϕn ≡ 1
ϕ′1
f1














· ϕn ≡ 0.
Potem nam Cramerjevo pravilo pove
ϕi =
Li(ϕ1, . . . , ϕn)
L(ϕ1, . . . , ϕn)
.









Naj bodo elementi v matriki A meromorfne funkcije ϕij na Dr. Potem velja










Uporabimo zgornjo neenakost v primeru L in Li. Obe matriki sta sestavljeni iz
meromorfnih funkcij oblike ϕ(k)i /ϕi in konstantnih funkcij. Zato po posledici 5.3 (b)
dobimo




log+ TNev (r, ϕi) + δ log r
)
‖E(δ) (5.4)
in podobno neenakost za Li(ϕ1, . . . , ϕn).
5.2 Borelova posplo²itev malega Picardovega izreka
Émile Borel (18711956) je opazil naslednjo povezavo z malim Picardovim izrekom.
Za celi funkciji brez ni£el f in g naj velja f(z) + g(z) = 1 za vsak z ∈ C. Potem
funkciji ne zavzameta vrednosti 1. Po malem Picardovem izreku sta zato konstantni.
Z uporabo teorije Nevanlinne, razvite v prej²njem razdelku, bomo v primeru treh
ali ve£ funkcij zgornje opaºanje posplo²ili na
Izrek 5.4 (Borelova lema). Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) cele funkcije brez ni£el. e
je
f1 + · · ·+ fn ≡ 1, (5.5)
potem je vsaj ena od funkcij konstantna. Ena£bi (5.5) pravimo Borelova identi-
teta.
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Dokaz. Dokazujemo s protislovjem. Recimo, da imamo cele funkcije brez ni£el
f1, . . . , fn, ki izpolnjujejo Borelovo identiteto, vendar nobena ni konstantna. Ker
so funkcije brez ni£el, velja TNev(r, fi) = mNev(r, fi) za vsak i ∈ {1, . . . , n}. Deni-
rajmo T (r) := max1≤i≤n TNev(r, fi). Lema o odvodu logaritma nam skupaj z (5.4)
da
mNev (r, fi) ≤ mNev(r, Li) + mNev(r, L) +O(1)
≤ O
(




log r − log 2 ≤ T (r) ≤ C log+ T (r) + Cδ log r ‖E(δ) .




≤ 1 + log 2
T (r)
‖E(δ),







V limiti imamo 1 ≤ Cδ, kar pa je protislovje.
Borel je izrek zapisal leta 1897. Mnogi avtorji ga imenujejo Borelov izrek, saj
obstaja ²e ena Borelova lema. Naj bo φ(r) ≥ 0 monotona nara²£ajo£a funkcija in
r ≥ r0 ≥ 0. Za vsak δ > 0 velja φ′(r) ≤ φ(r)1+δ ‖E(δ). Izkaºe se, da zado²£a vzeti
E(δ) :=
{
r ≥ r1 : φ′(r) > φ(r)1+δ
}
, kjer je r1 ≥ r0 tak, da je φ(r1) > 0. Ta rezultat
je klju£nega pomena v dokazu leme o odvodu logaritma. Posplo²itev Borelove leme
na primer sumacije po potencah celih funkcij, lahko bralec najde v [21, izrek 4.2.16].
Z raznimi posplo²itvami v tej smeri se lahko seznani v [18, 7 in 8].
Razdelek bomo zaklju£ili z nekaterimi trditvami, ki so ekvivalentne Borelovi lemi.
Trditev 5.5. Naslednje trditve so ekvivalentne in resni£ne.
(a) Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (Cm) funkcije, ki zado²£ajo pogoju exp(f1) + · · · +
exp(fn) ≡ 0. Potem obstajata i 6= j, da je fi − fj konstantna.
(b) Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) funkcije, ki zado²£ajo pogoju exp(f1) + · · · +
exp(fn) ≡ 0. Potem obstajata i 6= j, da je fi − fj konstantna.
(c) Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) funkcije brez ni£el, ki zado²£ajo pogoju f1 + · · ·+
fn ≡ 1. Potem obstaja i, da je fi konstantna.
(d) Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (Cm) funkcije brez ni£el, ki zado²£ajo pogoju f1 + · · ·+
fn ≡ 1. Potem obstaja i, da je fi konstantna.
Dokaz. Recimo, da je trditev (b) pravilna. Dokazali bomo pravilnost trditve (c).
Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) funkcije brez ni£el, ki zado²£ajo pogoju f1 + · · · +
fn ≡ 1. Potem obstajajo g1, . . . , gn ∈ O (C), pri £emer velja fi = exp(gi) za vsak
i ∈ {1, . . . , n}. Potem je exp(g1)+ · · ·+exp(gn)+exp(gn+1) ≡ 0, kjer je gn+1(z) = πi
konstantna funkcija. Potem obstajata i 6= j iz mnoºice {1, . . . , n+ 1}, da je gi − gj
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konstantna in s tem fi/fj konstantna. e je j = n + 1, potem je gi konstantna ter
prav tako fi. V nasprotnem primeru je {f1, . . . , fn} linearno odvisna. Po trditvi 5.6
je vsaj ena od funkcij konstantna.
Recimo, da je trditev (c) pravilna. Dokazali bomo pravilnost trditve (b). Naj
bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) funkcije, ki zado²£ajo pogoju exp(f1) + · · · + exp(fn) ≡ 0.
Pomnoºimo izraz z exp(πi−f1). Dobimo exp(πi+f2−f1)+· · ·+exp(πi+fn−f1) ≡ 1.
Potem obstaja i ∈ {2, . . . , n}, da je fi − f1 konstantna.
Recimo, da je trditev (a) pravilna. Dokazali bomo pravilnost trditve (b). Naj
bodo f1, . . . , fn ∈ O (C) funkcije, ki zado²£ajo pogoju exp(f1) + · · · + exp(fn) ≡ 0.
Denirajmo gi(z1, . . . , zm) := fi(z1) za vsak i ∈ {1, . . . , n}, kjer je m iz trditve (a).
Ker je exp(g1)+ · · ·+exp(gn) ≡ 0, obstajata i 6= j, da je gi−gj = fi−fj konstantna.
Recimo, da je trditev (b) pravilna. Dokazali bomo pravilnost trditve (a). Naj
bodo f1, . . . , fn ∈ O (Cm) funkcije, ki zado²£ajo pogoju exp(f1) + · · ·+ exp(fn) ≡ 0
in v(z0) := {λz0 : λ ∈ C}. Denirajmo gi := fi|v(z0). Potem velja g1, . . . , gn ∈ O (C)
in exp(g1) + · · ·+ exp(gn) ≡ 0 za vsak z0 ∈ Cm. Naj bo
Bij :=
{





i 6=j Bij = CPm−1. Bairov izrek nam pove, da ima ²tevna unija zaprtih
mnoºic s prazno notranjostjo v polnem metri£nem prostoru prav tako prazno no-
tranjost, glej [19, izrek 48.2]. Ker so mnoºice Bij zaprte, obstaja odprta mnoºica v
eni izmed Bij. Ker je fi − fj ≡ fi(0) − fj(0) na odprti mnoºici v Cm, po izreku o
identi£nosti sledi konstantnost funkcije fi − fj na celem Cm.
Implikacijo (d)⇒(c) dokaºemo podobno, kakor implikacijo (a)⇒(b) in implikacijo
(c)⇒(d) dokaºemo podobno, kakor implikacijo (b)⇒(a).
Trditev (c) je po Borelovi lemi pravilna. Zato so trditve (a), (b) in (d) prav tako
resni£ne.
Trditev 5.6. Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (Cm) cele funkcije brez ni£el. Naslednje trditve
so ekvivalentne in resni£ne.
(a) Naj bo A = {1, . . . , n} in
⋃p
α=0 Aα delitev mnoºice A na ekvivalen£ne razrede,
pri £emer je i ∼ j natanko tedaj, ko je fi/fj konstantna. e je f1+· · ·+fn ≡ 0,
potem za vsak α velja
∑
i∈Aα fi ≡ 0.
(b) e je f1 + · · ·+ fn ≡ 1, je vsaj ena od funkcij konstantna.
(c) e je f1 + · · ·+ fn ≡ 1, je {f1, . . . , fn} linearno odvisna nad C.
Dokaz. Recimo, da je trditev (b) pravilna. Izpeljali bomo pravilnost trditve (a). Naj
bo gα :=
∑
i∈Aα . Potem je g1 + · · · + gp ≡ 0. Vemo ²e, da za vsak i ∈ Aα obstaja
ai ∈ C, da je gα = aifi. Torej je gα ≡ 0 ali gα nima ni£el. Recimo, da (a) ne velja.
Brez ²kode za splo²nost lahko privzamemo, da obstaja m ≥ 2, da g1, . . . , gm nimajo
ni£el in gm+1 ≡ · · · ≡ gp ≡ 0. Naj bo fα := −gα/g1 za α ∈ {1, . . . ,m}. Potem je
f1 + · · ·+ fm ≡ 1. Po trditvi (b) obstaja i ∈ {1, . . . ,m}, da je fi konstantna. Ker je
fi = −gi/g1, kjer je gi = ajfj za j ∈ Ai in g1 = akfk za k ∈ Ak, sledi konstantnost
funkcije fj/fk. To pa je v protislovju z denicijo Aα.
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Recimo, da je trditev (c) pravilna. Izpeljali bomo pravilnost trditve (b). Brez
²kode za splo²nost obstaja mnoºica {a1, . . . , an−1} ⊂ C, da je a1f1 +· · ·+an−1fn−1 ≡
fn. Naj bo f1 + · · ·+ fn ≡ 1. Primerjamo obe ena£bi in dobimo
(a1 + 1)f1 + · · ·+ (an−1 + 1)fn−1 ≡ 1.
Po (c) je {f1, . . . , fn−1} linearno odvisna nad C, zato lahko ponovimo enak postopek
kakor prej. Po kon£nem ²tevilu korakov dobimo konstantnost funkcije f1.
Recimo, da je trditev (a) pravilna. Izpeljali bomo pravilnost trditve (c). Naj bo
f1 + · · ·+ fn ≡ 1 in fn+1 = 1. Potem je f1 + · · ·+ fn+1 ≡ 0. Naj bo A0 tisti element
razbitja mnoºice A = {1, . . . , n+ 1} na ekvivalen£ne razrede, ki vsebuje n+ 1. e
je A0 = A , potem so vse funkcije f1, . . . , fn konstantne in zato linearno odvisne.
e je A0 6= A , potem
∑
i∈Aα fi ≡ 0 za vsak α 6= 0, od koder dobimo netrivialno
linearno kombinacijo.
Trditev (b) je resni£na po trditvi 5.5 (d). Zato sta trditvi (a) in (c) prav tako
resni£ni.
Trditev 5.7 ([4, lema 1]). Naj bodo f1, . . . , fn ∈ O (Cm) funkcije brez ni£el in n ≥ 3.
e je mnoºica {f1, . . . , fn} linearno neodvisna nad C in je fi konstantna, je funkcija
f1 + · · ·+ fn − fi ∈ O (Cm) surjektivna.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo i = 1. Naj bo g := f2+· · ·+fn.
Recimo, da g nima ni£el. Potem je f2/g + · · · + fn/g ≡ 1. Obstaja i ∈ {2, . . . , n},
da je fi/g konstantna. Potem je mnoºica {f2/g, . . . , fn/g} linearno odvisna nad C,
kar pa je protislovje. Zato ima g ni£lo.
Predpostavimo, da obstaja a 6= 0, da funkcija g − a nima ni£el. Potem f2/a +
· · ·+ fn/a+ (g − a)/a ≡ 1. Ker je eden od £lenov konstanten, je mnoºica{
f2
a







linearno odvisna nad C. Zato obstajajo koecienti α2, . . . , αn, β ∈ C, da je α2f2 +
· · ·+ αnfn + β(g− a) ≡ 0, kjer β 6= 0 ali αi 6= 0 za neki i ∈ {2, . . . , n}. e je β = 0,
potem je {f2, . . . , fn} linearno odvisna, kar je protislovje. Zato je β 6= 0. Potem je
(α2 + β)f2 + · · ·+ (αn + β)fn + (−βaγ)f1 ≡ 0, kjer je γf1 ≡ 1. Tedaj je {f1, . . . , fn}
linearno odvisna, kar pa je ponovno protislovje.
Pogoju n ≥ 3 se v zgornji trditvi ne moremo izogniti. V nasprotnem primeru
je enostavno najti protiprimer, npr. f1(z) = ez in f2 ≡ 1. Mnoºica je linearno
neodvisna in funkcije so brez ni£el. Toda f1 ni surjektivna.
5.3 Hiperboli£nost komplementa unije hiperravnin v splo-
²nem poloºaju
V tem razdelku bomo z uporabo Borelove leme dokazali izrek o velikosti slike ho-
lomorfne preslikave f(Cm), ki zgre²i n+ k hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPn.
Njegova posledica nam zagotavlja, da je domena CP1 \ {0, 1,∞} ∼= C \ {0, 1} B-
hiperboli£na, kar je vsebina malega Picardovega izreka. Z orodji iz razdelka 4.2
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bomo pokazali, da je domena CP1 \ {0, 1,∞} polna hiperboli£na in hiperboli£no
vloºena v CP1, kar ima za posledico veliki Picardov izrek. Omenjene rezultate po-
splo²imo na primer hiperravnin.
Naj bodo F1, . . . , FN linearne forme, ki zado²£ajo linearni relaciji a1F1 + · · · +
aNFN = 0, kjer je {a1, . . . , aN} ⊂ C∗. Linearni relaciji pravimo minimalna , £e je∑
i∈A aiFi 6= 0 za vsako neprazno podmnoºico A ⊂ {1, . . . , N}.
Denicija 5.8. Naj bodo linearne forme F1, . . . , FN v minimalni linearni relaciji.
Elementom v mnoºici{
z ∈ CPn :
∑
i∈A
aiFi(z) = 0,A ⊂ {1, . . . , N}, 2 ≤ |A | ≤ N − 2
}
pravimo diagonalne hiperravnine .
Elementi iz mnoºice diagonalnih hiperravnin niso nujno vsi razli£ni. Imejmo
naslednje linearne forme F1 = z0, F2 = z1, F3 = z2 in F4 = z0 + z1 + z2. Te linearne
forme v CP2 dolo£ajo hiperravnine H1 = {F1 = 0}, H2 = {F2 = 0}, H3 = {F3 = 0}
in H4 = {F4 = 0}, glej sliko 1, in so pravzaprav projektivne premice.
[0 : 0 : 1] [0 : 1 : 0]
[0 : 1 : −1]
[1 : 0 : −1]
[1 : −1 : 0]








Slika 1: Hiperravnine H1, H2, H3, H4 v splo²nem poloºaju v CP2 in pripadajo£e
diagonalne hiperravnine D1, D2, D3.
Hiperravnine so v splo²nem poloºaju. Relacija F1+F2+F3−F4 = 0 je minimalna
linearna relacija. Na prvi pogled izgleda, da obstaja ²est diagonalnih hiperravnin,
saj je ²tevilo podmnoºic mnoºice {1, 2, 3, 4} mo£i 2 enako 6. Toda obstajajo samo tri
razli£ne diagonalne hiperravnine. Te so dolo£ene z linearnimi formami D1 = z0 +z1,
D2 = z0 + z2 in D3 = z1 + z2.
Izrek 5.9 (Bloch-Cartan). Naj bodo H1, . . . , Hn+2 hiperravnine v splo²nem polo-
ºaju v CPn, kjer je n ≥ 2. Potem za netrivialno kompleksno premico, ki zgre²i te
hiperravnine, obstaja diagonalna hiperravnina, ki jo vsebuje.
Dokaz. Naj bo X := CPn\
⋃n+2
i=1 Hi in f ∈ O (C, X) nekonstantna preslikava. Ozna-
£imo z F1, . . . , Fn+2 pripadajo£e linearne forme hiperravnin. Forme naj bodo v mi-
nimalni linearni relaciji. Potem velja F1 + · · ·+ Fn+2 = 0. Denirajmo hi := Fi ◦ f̃ .
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Preslikave hi so holomorfne na C in zanje velja h1 + · · · + hn+2 ≡ 0. Po trditvi 5.6
(a) obstaja podmnoºica A ⊆ {1, . . . , n + 2}, tako da je
∑
i∈A hi ≡ 0 in hi/hj je
konstantna za vse i, j ∈ A .
e je |A | = n + 2, so vse preslikave hi konstantne. Tedaj je tudi f konstantna,
kar pa je v protislovju s predpostavko o nekonstantnosti. Zato je |A | ≤ n+ 1.
Recimo, da je |A | = 1. Potem obstaja i ∈ {1, . . . , n + 2}, da je hi ≡ 0. Toda
tedaj f ne zgre²i hiperravnine Hi, kar je ponovno protislovje.
e je |A | = n + 1, smo v zgornjem primeru. Zato je 2 ≤ |A | ≤ N − 2. Potem
f(C) leºi v diagonalni hiperravnini
∑
i∈A Fi(z) = 0.
e bi v Bloch-Cartanovem izreku vzeli ve£ kot n + 2 hiperravnin, bi ²e vedno
veljalo, da slika preslikave, ki zgre²i te hiperravnine, leºi v neki diagonalni hiperrav-
nini. Sam izrek nam ni£ ne pove, kaj se s sliko dogaja, ko ve£amo ²tevilo hiperravnin.
Na to vpra²anje nam odgovarja naslednji izrek.
Izrek 5.10 (Dufresnoy-Green). Naj bo f ∈ O (Cm,CPn), ki zgre²i n+k hiperravnin
v splo²nem poloºaju, kjer je k ≥ 1. Potem f(Cm) leºi v projektivnem linearnem
podprostoru dimenzije najve£ bn/kc.
Izrek 5.10 je prvi dokazal H. Dufresnoy leta 1944 z uporabo normalnih druºin
holomorfnih preslikav. M. Green je izrek dokazal v [9, izrek 1] z uporabo Borelove
leme. Mi bomo dokazali naslednji izrek, ki je pravzaprav ekvivalenten Greenovemu.
Sledili bomo matri£nemu dokazu W. W. Chena, ki se v literaturi s tem izrekom
ne pojavlja.
Izrek 5.11 ([4, izrek 2]). e je holomorfna preslikava f : Cm → CPn ⊆ CPN ne-
izrojena, potem lahko zgre²i najve£ N + bN/nc hiperravnin v splo²nem poloºaju v
CPN .
Dokaz ekvivalence izrekov 5.10 in 5.11. Recimo, da velja izrek 5.10. Naj bo presli-
kava f kot v izreku 5.11. e bi f zgre²ila vsaj N+bN/nc+1 hiperravnin v splo²nem
poloºaju v CPN , potem bi po izreku 5.10 slika f(Cm) leºala v podprostoru dimenzije
najve£ bN/(bN/nc + 1)c < n, saj je N < n(bN/nc + 1). To pa je v protislovju z
neizrojenostjo preslikave f .
Recimo, da velja izrek 5.11. Ozna£imo X := CPN \
⋃N+k
i=1 Hi, kjer so hiperravnine
v splo²nem poloºaju. Vzemimo f ∈ O (Cm, X). e bi f(Cm) leºala v podprostoru











< N + k
hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPN . To pa je protislovje.
Trditev 5.12 ([4, lema 2]). Naj bo f : Cm → CPn ⊆ CPN neizrojena holomorfna
preslikava, ki zgre²i q ≥ N+1 hiperravnin v CPN v splo²nem poloºaju. Potem obstaja
avtomorzem prostora CPN , da ima matrika Mq×(N+1), ki predstavlja hiperravnine,
naslednje lastnosti:
(a) stolpec v M ima najve£ N ni£el;
41







kjer je v vsaki vrstici podmatrike A(q−n−1)×(n+1) natanko n ni£el;
(c) velja q ≤ N +1+min0≤j≤n{rj}, kjer je rj ²tevilo neni£elnih elementov v j-tem
stolpcu matrike A.
Dokaz. Recimo, da ima vsak stolpec matrike M vsaj N + 1 ni£el. Potem N + 1
vektorjev, sestavljenih iz N + 1 vrstic M, ki vsebujejo te ni£le, ne napenja prostora
CN+1. To je v protislovju s predpostavko o splo²nem poloºaju hiperravnin. S tem
je trditev (a) dokazana.
Ker so hiperravnine v splo²nem poloºaju, je rang matrike M enak N + 1. Lahko








S transformacijo T pridemo do oblike (5.6). Dokazati moramo ²e, da je A zahtevane
oblike. Ker preslikava f = [f0 : f1 : · · · : fn : 0 : · · · : 0] zgre²i hiperravnine, so
funkcije f0, . . . , fn brez ni£el. Vemo tudi, da je {f0, . . . , fn} linearno neodvisna. Naj
bo (vi0, vi1, . . . , vin, . . .) i-ta vrstica v M, kjer je i ≥ n + 2. Potem tudi funkcija
vi0f0 + vi1f1 + · · · + vinfn nima ni£el. Zato obstaja j ∈ {0, . . . , n}, da je vij 6= 0.
Zaradi homogenih koordinat lahko predpostavimo fj ≡ 1. e za ksen i ≥ n + 2
obstajata ²e vsaj dva razli£na vik 6= 0 za k ∈ {0, . . . , n} \ {j}, je funkcija vi0f0 +
vi1f1 + · · · + vinfn − vijfj po trditvi 5.7 surjektivna, kar pa je protislovje. e za
ksen i ≥ n + 2 obstaja natanko en vik 6= 0 za k ∈ {0, . . . , n} \ {j}, ima funkcija
vijfj + vikfk po malem Picardovem izreku ni£lo, kar pa je ponovno protislovje. Zato
v vsaki vrstici matrike A obstaja natanko en neni£elni element.
tevilo ni£el v stolpcu j + 1 matrike M je enako q − 1− rj in navzgor omejeno
z N po trditvi (a). Zato je q ≤ 1 + N + rj za vsak j ∈ {0, . . . , n}, od koder sledi
trditev (c).




ri = q − n− 1 ≤ N − n+ r′,
od koder dobimo r′ ≤ (N − n)/n. Torej je r′ = b(N − n)/nc najve£, kar lahko
vzamemo. Zato je q ≤ N + 1 + b(N − n)/nc = N + bN/nc.
Sedaj lahko dokaºemo pomembni posledici Dufresnoy-Greenovega izreka.
Posledica 5.13. Komplement unije vsaj 2n + 1 hiperravnin v splo²nem poloºaju v
CPn je Bhiperboli£en.
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Dokaz. Po izreku 5.10 kompleksna premica leºi v projektivnem linearnem podpro-
storu dimenzije najve£ bn/(n + k)c = 0 za poljuben k ≥ 1. To pomeni, da je
holomorfna preslikava




konstantna za vsak k ≥ 1.
Posledica 5.14 (Greenov izrek o hiperravninah). Komplement unije vsaj 2n + 1
hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPn je poln hiperboli£en in hiperboli£no vloºen v
CPn.
Dokaz. Naj bo A :=
⋃2n+k
i=1 Hi, kjer so Hi hiperravnine v CPn. Hiperploskev A ima
2n+k ireducibilnih komponent Hi. Vzemimo Greenovo H-pokritje (CPn \ A)∪AN ,
kjer je N ⊆ {1, . . . , 2n+ k}. Naj bo l := |N |. Smiselno je 1 ≤ l ≤ n. Po posledici
5.13 je domena CPn \A B-hiperboli£na. e pokaºemo, da so vsi elementi H-pokritja
AN B-hiperboli£ni, bo po posledici 4.14 sledila trditev izreka.
Naj bo f ∈ O (C, AN ). Potem




Po izreku 5.10 kompleksna premica leºi v linearnem podprostoru dimenzije najve£
b(n− l)/(n− l + k)c = 0. Posledica je s tem dokazana.
Kiernan je dokazal, da komplement unije 2n hiperravnin v splo²nem poloºaju ni
hiperboli£en (trditev 5.16). To je bila osnova za domnevo, da to velja za poljubno
porazdeljene hiperravnine, kar je preveril za n ≤ 5. Kasneje je domnevo dokazal
V. E. Snurnicin, glej npr. [25, izrek V.24].
Naj bosta p, q ∈ CPn poljubni razli£ni to£ki. Mnoºici
`p,q :=
{
[z0p0 + z1q0 : · · · : z0pn + z1qn] ∈ CPn : [z0 : z1] ∈ CP1
}
pravimo projektivna premica v CPn skozi to£ki p in q. Opazimo, da je `p,q biho-
lomorfna prostoru CP1.
Lema 5.15. Naj bo A hiperploskev v CPn. e obstaja projektivna premica v CPn,
ki ima z A najve£ dve skupni to£ki, potem domena CPn \ A ni hiperboli£na in ni
B-hiperboli£na.
Dokaz. Po predpostavki obstajata to£ki p, q ∈ CPn, da je |`p,q ∩ A| ≤ 2 in `p,q 6⊂ A.
Recimo, da je |`p,q ∩ A| = 2. Ker je `p,q \ A ∼= C∗, obstaja kompleksna premica
v `p,q \ A. Ker pa je `p,q \ A ⊂ CPn \ A, obstaja kompleksna premica v CPn \ A.
Zato CPn \ A ni B-hiperboli£na. V primerih |`p,q ∩ A| = 1 in |`p,q ∩ A| = 0 s
podobnim premislekom ugotovimo, da CPn \ A ni B-hiperboli£na. Da komplement
ni hiperboli£en, sledi iz trditve 4.2
Trditev 5.16 ([12, posledica 1]). Komplement unije 2n hiperravnin v splo²nem
poloºaju v CPn ni hiperboli£en.
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Dokaz. Naj bo A :=
⋃2n
i=1 Hi unija 2n hiperravnin v splo²nem poloºaju v CPn.
Izberimo to£ki p ∈
⋃n
i=1 Hi in q ∈
⋃2n
i=n+1 Hi. Projektivna premica `p,q ne leºi v
nobeni hiperravnini. V nasprotnem primeru bi obstajala hiperravnina Hk ⊇ `p,q in
bi zato veljalo Hk ∪
⋃n
i=1 Hi 6= ∅ in Hk ∪
⋃2n
i=n+1 Hi 6= ∅. To se ne more zgoditi, saj
so hiperravnine v splo²nem poloºaju. Zato |`p,q ∩ A| = 2. Po lemi 5.15 komplement
CPn \ A ni hiperboli£en.
Zaklju£imo s primerom, v katerem je konstruirana B-hiperboli£na in ne hiper-
boli£na domena. V literaturi je dobro znan, glej npr. [18, str. 79]. Na tem mestu je
predstavljen z uporabo zgornje trditve in netrivialnega dejstva, da je dKM ≡ dKM\A za
analiti£no podmnoºico A kodimenzije vsaj 2, glej npr. [25, Posledica III.51].
Primer 5.17 (Domena, ki je B-hiperboli£na, vendar ni hiperboli£na). Vrnimo se
na primer hiperravnin iz slike 1. Po trditvi 5.16 komplement
X := CP2 \ {H1, H2, H3, H4}
ni hiperboli£en. Lahko vidimo, da je D1∩D3 = [1 : −1 : 1] in D2∩D3 = [1 : 1 : −1].
Ozna£imo Y := X \ {[1 : −1 : 1], [1 : 1 : −1]}. Ker je dKX (p, q) = 0 za p 6= q in
p, q ∈ D1 \ {[0 : 0 : 1], [1 : −1 : 0], [1 : −1 : 1]}, sledi dKY (p, q) = 0. Torej Y ni
hiperboli£na. Po Bloch-Cartanovem izreku je slika f ∈ O (C, Y ) vsebovana v eni
izmed diagonalnih hiperravnin, recimo D1. Potem je
f(C) ⊂ D1 \ {[0 : 0 : 1], [1 : −1 : 1], [1 : −1 : 0]} ∼= C \ {0, 1}.
Ker je domena C \ {0, 1} B-hiperboli£na, sledi konstantnost preslikave f in s tem
B-hiperboli£nost domene Y . V primeru, da je slika vsebovana v drugi diagonalni
hiperravnini, dobimo enak sklep, saj po konstrukciji domene Y preslikava f vedno
zgre²i vsaj tri to£ke. ♦
tudiranje hiperboli£nosti komplementov hiperravnin, ki niso v splo²nem polo-
ºaju, je teºje in ni dokon£no re²eno. V nasprotju s tem je podobno vpra²anje za Oka
mnogoterosti povsem re²eno. Oboje je predstavljeno v [25, razdelka V.4 in V.5].
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